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Relaţii  constitutive  elastic  neliniare

Modelele elastic neliniare ale pământurilor au fost primele modele care au luat în considerare comportarea neliniară a acestor materiale. Aceste modele au făcut obiectul a numeroase cercetări teoretice şi experimentale, dintre care menţionăm lucrările [68], [88], [106], [108].

Cu toată diversitatea punctelor de vedere conţinute, aceste lucrări au o trăsătură comună dată de utilizarea unor „moduli variabili”, autorii respectivi înlocuind constantele elastice 
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 cu funcţii empirice care au ca argumente componente ale tensorilor tensiunii sau deformaţiei.

În continuare va f expus un alt mod de abordare, bazat pe rolul de potenţial elastic al energiei de deformaţie ceea ce permite o analiză clară a dependenţei relaţiilor obţinute de condiţiile de obţinere şi, totodată, o analiză a posibilităţilor de extindere la alte tipuri de solicitare [10], [18].

4.1.  Forma generală a ecuaţiei constitutive

Admitem că energia de deformaţie specifică a pământurilor care pot fi considerate corpuri elastice are rol de potenţial elastic, ceea ce  permite utilizarea ecuaţiei constitutive neliniare în forma [132], [133]:
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unde 
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 este cel de al doilea tensor Piola-Kirchhoff al tensiunii (tensor care raportează tensiunile din configuraţia curentă la unitatea de arie din configuraţia de referinţă existentă „in situ”), E este tensorul deformaţiei neliniare iar w este densitatea energiei de deformaţie specifică pe unitatea de volum pe care corpul a avut-o în configuraţia naturală K'. Prin 
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 au fost notate componentele tensorilor respectivi raportate la sistemul de coordonate 
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Interesează, însă, forma acestei ecuaţii în cazul în care se alege drept configuraţie de referinţă configuraţia iniţială 
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 existentă „in situ” la momentul iniţial 
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, configuraţie căreia îi ataşăm sistemul de coordonate 
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. În această configuraţie corpul are o anumită stare de tensiune şi deformaţie 
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În această serie, componentele:
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reprezintă constantele elastice de ordinele 1, 2 şi 3 ale materialului aflat în configuraţia iniţială, constante ce includ efectele proceselor de formare a materialului.

Din ec.(4.1) şi (4.2) rezultă acum:
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Cum diferenţele 
[image: image20.wmf]¢

*

Π-Π=Π

 şi 
[image: image21.wmf]¢

*

E-E=E

 reprezintă tensiunile şi deformaţiile raportate la sistemul de coordonate 
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 al configuraţiei iniţiale, din ec.(4.4) obţinem forma căutată a ecuaţiei constitutive:
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4.2. Relaţii constitutive între invarianţi

Considerăm pământurile care pot fi modelate cu un model elastic neliniar (nisipurile) drept materiale izotrope. Este, desigur, o ipoteză simplificatoare dar acceptabilă datorită faptului că lipsa de coeziune nu a permis fixarea unor direcţii preferenţiale. Energia de deformaţie a materialelor izotrope poate fi exprimată numai în funcţie de invarianţii principali ai tensorului deformaţiei. Aceeaşi dependenţă poate avea ca argumente şi alte trei combinaţii ale invarianţilor principali, combinaţii care sunt tot invariante.

Astfel, dacă folosim invarianţii sfericului şi deviatorului tensorului deformaţiei:
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unde 
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 este invariantul sferic al tensorului deformaţiei, iar 
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 sunt invarianţii deviatorului tensorului deformaţiei D, din ec.(4.2) va rezulta o formă polinomială a energiei de deformaţie :
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unde constantele 
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sunt noile constante elastice de ordinele 1, 2 şi 3, constante rezultate din combinarea constantelor elastice din ec.(4.3)

Această formă a energiei de deformaţie poate fi utilizată ca potenţial pentru obţinerea invarianţilor analogi ai tensorului tensiunii:
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unde 
[image: image33.wmf]I
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 este invariantul sferic al tensorului tensiunii T, iar 
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 sunt invarianţii deviatorului tensorului tensiunii S . Utilizând forma (4.8) a energiei de deformaţie drept potenţial se obţine, după câteva calcule simple, relaţia constitutivă între invarianţii tensorilor tensiunii şi deformaţiei:
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formă aplicabilă solicitărilor ce conduc la deformaţii cu 
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, caz în care este necesară relaţia constitutivă 
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Rapoartele dintre invarianţi din parantezele ec.(4.10) pot fi exprimate în raport cu două funcţii A şi B, funcţii proporţionale cu invarianţii direcţionali 
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din ec.(4.10) rezultând relaţia 
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unde :
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unde constantele 
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 sunt, combinaţii ale constantelor elastice din ec.(4.7)

Printr-un procedeu similar se obţine şi relaţia 
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Prezenţa invarianţilor direcţionali în relaţiile constitutive (4.12) şi (4.14) pune în evidenţă dependenţa de drumul în deformaţii sau tensiuni a relaţiilor constitutive tensiune-deformaţie ce se rezumă la dependenţa dintre invarianţii de acelaşi ordin ai tensorilor tensiunii şi deformaţiei 
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S-a observat experimental că aplicând unei probe de pământ o compresiune izotropă, în deformaţiile rezultate ponderea o deţin deformaţiile de volum, dar vor apare şi deformaţii de formă, iar aplicarea unor tensiuni tangenţiale provoacă în principal deformaţii de formă, dar apar şi deformaţii de volum [10], [18], [70], [90]. 


Faptul că în relaţiile (4.12) şi (4.14) invarianţii tensorului tensiunii depind de toţi cei trei invarianţi ai tensorului deformaţiei denotă că aceste relaţii pot modela atât dependenţa directă 
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, mai reduse ca pondere dar prezente. Forma polinomială a relaţiilor (4.12) şi (4.14) reflectă şi ponderea diferită a invarianţilor tensorului deformaţiei. Astfel, invarianţii de acelaşi ordin sunt folosiţi drept „argumente” ale polinoamelor, iar ceilalţi invarianţi incluşi sub forma invarianţilor direcţionali afectează „coeficienţii” dezvoltărilor polinomiale. Cu alte cuvinte, relaţiile constitutive tensiune-deformaţie, de volum (4.12) şi de formă (4.14) au aceeaşi formă analitică, diferenţa dintre ele fiind numai de ordin cantitativ, diferenţe traduse prin valorile diferite atribuite "coeficienţilor" acestor polinoame.


Aceste concluzii sunt confirmate de alura curbelor experimentale tensiune-deformaţie (fig.4.1) întâlnite în literatura de specialitate ([5], [51], [52], [57], [77], [83], [84], [102] etc.) sau obţinute din experimentări proprii [8], [15], [16].

4.3. Funcţii-modul

Din relaţiile constitutive (4.12) şi (4.14) pot fi acum definite funcţiile-modul, de volum: 
[image: image54.wmf](

)

,,

KKAB

=e

sau de formă: 
[image: image55.wmf](

)

,,

GGAB

=g

, în varianta „tangentă”:
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sau în forma „secantă”:


[image: image57.wmf]
 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (4.17)


denumiri derivate din semnificaţiile geometrice ale acestor funcţii. Menţionăm că semnul minus din faţa funcţiei 
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 este impus de curbura funcţiilor experimentale 
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(fig. 4.1).
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Fig. 4.1

Pentru determinarea parametrilor relaţiilor constitutive (4.13) şi (4.15) sunt necesare încercări experimentale efectuate pe diferite drumuri în deformaţii sau tensiuni, încercări care să permită evaluarea atât a dependenţei dintre invarianţii de acelaşi ordin cât şi a influenţei invarianţilor direcţionali. 

Însă, în triaxial, aparatul cel mai „complet” existent în ţară, nu pot fi obţinute decât drumuri situate în planul simetriei axiale, plan pentru care 
[image: image61.wmf]cos31

b=

, deci, la ora actuală nu putem evalua experimental influenţa acestui invariant direcţional. Acest impediment restrânge aplicabilitatea modelului la rezolvarea problemelor la limită axial-simetrice şi, cu anumite modificări, la rezolvarea problemelor plane,  arie de aplicabilitate suficient de extinsă pentru a prezenta interes practic. 

În planul simetriei axiale relaţiile constitutive (4.13) şi (4.15) au forma:
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unde:
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Desigur, noile constante 
[image: image64.wmf],
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 diferă de constantele din (4.13) şi (4.15), însă au fost notate la fel pentru simplificarea notaţiilor.

Se remarcă faptul că expresiile funcţiilor-modul din ec.(4.18) pot fi considerate forme polinomiale de „moduli variabili”. Deşi beneficiază de susţinere teoretică (legată de constantele elastice de ordine superioare), formele (4.18) pot provoca uneori dificultăţi în cuantificarea experimentală datorită inflexiunilor curbelor polinomiale de aproximare a distribuţiei datelor experimentale, inflexiuni care uneori nu au suport fizic. 

Din acest motiv, reţinând rolul de potenţial al energiei de deformaţie dar înlocuind dezvoltarea în serie Taylor a acesteia cu un alt tip de aproximare se pot obţine funcţii-modul cu expresii analitice „netede” pe întregul interval de definiţie. Mai mult, aceste expresii analitice pot fi astfel alese încât să asigure o aproximare optimă a distribuţiei datelor experimentale.

Astfel, dacă se alege pentru energia de deformaţie a formei o expresie de forma:
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funcţia-modul de forfecare va avea forma:
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deci, o funcţie hiperbolică de tipul celor propuse în [77], [81], [88]. 

De asemenea, dacă expresia aleasă pentru 
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funcţia-modul de forfecare va lua o formă exponenţială:
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formă cu o bună aplicabilitate practică.
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