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CAPITOLUL 1
ANALIZA COMBINATORIE

SI BINOMUL LUI NEWTON
ANALIZA COMBINATORIE

1. Analiza combinatorie este un capitol din algebra supe-
ioard care se ocupd cu formarea, numdrarea $i proprieldiile

diferitelor grupe ce se pot face, dupi anumite reguli, cu un

umir finit de elemente date.
Elementele sau obiectele din care se pot face grupele se
pot nota:

sau cu termenii girului natural al numerelor

1,2, 8, ................, n—I n
sau cu literele alfabetului
a, b, e, eoviiiiiiio, k1
au cu o singurd literd a previzutd cu indici
@y, Ggy @y wevennnnnnnnn, Gnq, Qp.

Vom folosi mai des notatia ultimi.
In cazurile in care vom avea de-a face cu un numir
redus de elemente, de exemplu cu 3, 4, 5 etc., pentru sim-
lificarea notatiilor vom nota elementele

@y, dy, Ay, Agy A5y «-v-ve...... SaU pur si simplu

1, 2, 3, 4, 5, vuviirnnn...

Grupdrile sau grupele care se pot face din elementele
date pot fi grupdri simple sau grupdri cu repetiii.




De exemplu, dacd ni se dau obicctele sau cifrele
1,2, 3, 4,9,

numerele (sau cum spunem in analiza combinatorie: grupe[ei)
124, 215, 513 ete. sint grupdri simple forvmate (1111‘Atc)e e
5ci,fre, fiinded o cifrd oarecare figureazd numal cile o
singurd datd intr-un numar. . o
gin schimb numerele 112, 333, 515, 444 etc. sm'tf g,:rufpagz
cu repetifit formate din aceleasi 01.fre,‘f1mdca o cifrd fig
reazi de doud ori sau chiar‘de trei ori mtxj-u(xil. n?}mggi‘esti
Dacé ludm, de exemplu,‘nunwrele dc.telef?n : mo 1} oS R
ele constituie niste grupdri formate din cifrele 0, 1, <, ...
9. . . -
Numerele 157 620, 143 276 etc. sint grupar Slm'ple’titl?i
numerele 143 900, 141 144 etc. sint grupart cu m[)ey,il(;
In cele ce urmeazd, ne vom ocupa numal cul grutpa:al;
simple care se pot face dintr-un numar dat de obiecte
elemente. )
2. Dintre toate felurile de a grupa mai n’mlﬁe.elemen.(tﬁ
(sau obiecte) date, se considerd ca fundamentale: aranj
mentele, permutdrile i combindrile.

ARANJAMENTE

y . o ’ . m
3. Sd ludm cincl elemfente}dlgem';e,ézpescare sd le notd
1 i inci cifre: , O.
chiar cu primele cinci c1 , 2, 3, 4 3 . ’
Ne propunem ca din aceste cinci cifre sd formdm toate
24 5 cifre . ‘
numerele de cite doud cifre. A ) .
Luim mai intii toate numerele care Incep cu 1,53119}
cele care incep cu 2, pe urmi cu 3, cu 4 §i in fmelcltx 2 sux
asezindu-le pe cite o coloand, obtinem urmdtorul tablou:

12 21 31 41 51
13 23 32 42 52
14 24 34 43 53
15 25 35 45 54

S§ examindm numerele (sau grupele, cum le vom gpune
mai des), din acest tablou si sd vedem prin ce se deose

besc ele.
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Grupele 72 si 34, de exemplu, se deosebesc prin aceea
cd grupa I2 e formatd din obiectele 7 si 2, pe cind
grupa 34 e formatd din obiectele 3 si 4, deci din alte
obiecte.

Se zice in acest caz cd cele dous grupe 12 si 34 se deose-
besc prin natura obiectelor.

Tot prin natura obiectelor difers si grupele:

13 cu 23, 21 cu 42, 12 cu 14 ete.,
deci chiar in cazul cind grupele diferd prin cel putin un
obiect.

In schimb, grupele 72 si 21 care sint formate din ace-
leagi obiecte 7 si 2, asezate insi in altd ordine, se zice ci
se deosebesc prin ordinea obicctelor.

In tabloul de mai sus, avem in modul acesta grupe
formate din 5 obiecte luate cite 2, care diferi intre ele
fie prin natura obiectelor, fie prin ordinea obiectelor.

Grupele formate in aceste conditii se numesc aranja-
mente de & obiecte luate cite 2 i numirul grupelor se noteazi
cu simbolul AZ. (In aceastd notatie, litera A este initiala
cuvintului aranjamente, indicele inferior 5 arati numdirul
total de obiecte, iar indicele superior 2 — care nu trebuie
considerat ca exponent — aratd numirul obiectelor dintr-o
grupd.)

In acelasi mod putem avea:
aranjamente de 8 obiecte luate cite 5, in numir de A3; aran-
Jamente de 12 obiecte luate cite 7, in numir de A%; siin
general:
aranjamente de n obiecle luate cite k, in numir de A%, in
care caz, evident avem k < n. ,

In cazul general, pentru aranj-mentele de »n elemente
luate cite %, putem da urméitoarea definitie: '

Prin aranjamente de n obiecte luate cite k, intelegem
grupele care se pot forma din cele n obiecte cu urmditoarele
doud condryii:

1) fiecare grupd sa contind cite k obiecte diferite;

2) grupele sd se deoscheascd intre ele fie prin natura obice-
telor, fie prin ordinea lor.

Prima conditie s-ar pirea ci e inutil s-0 mai addu-
gdm indatd ce e vorba de aranjamente de n obiecte luate
cite £, deci conditia e cuprinsi in titlul aranjamentelor;
am repetat insd conditia pentru a accentua o datd in plus
numérul de obiecte pe fiecare grupi.




4. Trecem direct la cazul general, luind n obiecte pe
care si le notdm cu

ay, Qg, a3, Agy * 0y Apogy A1y Ay

Ne propunem ca din aceste nvobiecte1 sd fo;‘mélrn ltl(l);z:g
aranjamentele luate cite 1, in numdr de Al, f\po?l) ce enumﬁ-
cite 2, in numdr de.A?E, pe u1‘1{1avcele }uate E}lte , ln n 43.{
de A% si tot asa mai departe pina la cite k, in numar o y il

in cazul aranjamentelor celor n obiecte vluate ci el ,
fiecare obiect constituie o grupa §1 avem urméitorul tablou
al tuturor acestor grupe:

\ ay; Qg3 Qg5 Qg cc 05 Anoos Ap_15 dn-

Am notat acest tablou cu (T,), ceea ce inseamnd
tabloul aranjamentelor a n obiecte luate cite 1.
" intrucit avem n obiecte, este evident cd avem n grupe,

deci
._A ) = n_ﬂ

5. Pentru a forma acum tabloul aranjqnzefntee_lor an
obiecte luate cite 2, vom adduga la dreapta fiecdrui aranja-
ment sau grupd din (74), rind pe rind, toate obiectele ramase
si obtinem tabloul urmdtor:

1

a0, (] asay < Apiy
a,a4 ayaq aga, ccc dply

.o T
a104 Axdy azay anag (72)
a,a, Ay, A3,  **t Anlpnye

fn coloana 1 toate grupele incep cu 4, in co]ognzj a 2;&
cu a,, in coloana a 3-a cu ag etc. §11n coloana ultima toate
rupele incep cu a,. 5
g Acest tablou contine toate grupele cerute de px:ob]erréa,
adic# toate aranjamentele de n obiecte luate cite 2; mtr-ﬁ e-
viir, un aranjament oarecare este de forma a;a,, unde 1
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si k pot lua valorile de la 1 la n, ¢ 5+ k, si aceastd grupi
a;a, figureazd neaparat in tabloul de mai sus, si anume
in coloana in care toate grupele incep cu a;, si intrucit a,
este unul din obiectele a,, a,, ..., a,, el a fost aldturat
dupd «;.

Pe linga aceasta, ne putem convinge usor ca in acesi

tablou nict o grupd nu figureazd de doud ori.

Intr-adevir, doud grupe luate la intimplare din doud
coloane deosebite difera intre ele prin primul obiect, iax
doud grupe luate din aceeasi coloand diferd prin al doilea
obiect.

Dupd ce ne-am convins de aceste douéi lueruri, putem
trece la numdrarea grupelor din (7).

In tabloul nostru, se vede clar ci avem n coloane si
in fiecare coloand n — 1 grupe.

Deci numairul total al grupelor este n (n — 1), asa cd
putem scrie

A2 =n (n—1) |.

6. Pentru a forma tabloul (7,), adicd tabloul aranja-
mentelor a n obiecte luate cite 3, ne vom folosi de tablou!
precedent-si vom lua fiecare din grupele acestui tablou,
in urma cdreia vom pune rind pe rind celelalte obiecte
ramase; obtinem urméatorul tablou:

A10sy  A1A5ly oo A5Qaly ooven Apln_10y

0,0, 1Q58, A5y oen... AnGn_1Qs

..... ® o e s s s s s e P et e e s s s e s s e et (T3)
Aoy Ayl oo A5Qghy ouuenn. Ay _10n_s

In acest tablou, grupele din prima coloani incep toate
cu a,a, care a fost prima grupa din (7); grupele din coloana
a doua incep toate cu a a4 care a fost grupa a doua din (7});
o coloand oarecare are toate grupele care incep cu a;a,
de exemplu cu azags, o grupd oarecare luatd la intimplare
din (T,), iar in ultima coloana toate grupele incep cu a,a,_,
care a fost ultima grupd din (7).




Am putea demonstra si pentru (T'3) tot asa cum am
' trat pentru (7,), ed: ‘ )
deni(;n;?:;lmfl con;tine2 toate grupele cerute dfa problfamq.

2) In tabloul (T;), nici o grupd nu ffgureazg t}’e doud orlz.

Pentru a afla valoarea lui A3, sd& numdirdm grupele
dml(nT 3:31‘cest tablou avem atitea coloane, cite grupe au
fost in tabloul precedent (T,), adicd nﬂ(n — 1) 51 in flecsire:
coloani avem (n — 2) grupe, deci numdrul total al grupelor
este n(n — 1) (n —2), asa cd putem scrie:

A3 =n (n—1) (n —2) \

7. Urmind rationamentul de mai sus, vom putea scrie:
At =n(r —1)(n—2)(n—3)

n

A5 = n(n—1) (n —2) (n —3) (n — 4) elc.

In general, vom putea scrie:
Ak =n(n—1)(r —2) ... [n— (k—1)]sau

At =n(n—1) (n—2) e (n—k4+1) ()

In acest produs avem k factori, asa cd putem spune:7 ,
Numdrul aranjamentelor a n obiecte luate cite k este ega
cu produsul a k numere naturale conseculive descrescdtoare,

incepind cu n.

ALT MOD DE A CALCULA VALOAREA LUI Aﬁ

8. Modul cum am stabilit valoarea lui A:‘l, prin formula

| 4t —nin—1)(n=2) e (n— k4 1) M

pu corespunde intru totul din punct A(_ie vedere riguros matematic.
fntr-adevir, noi am gisit mai intii ci:

| S
An'—n‘

A X .
Plecind de la aceasta, am format tabloul tuturor aranjamentelop
a n obiecte luate cite doudl si numirind grupele am gasit:

Af, =n (n — 1).

Plecind pe urmi de la A;‘i, am format tabloul tuturor aranjamen-
telor a n obiccte luale cite 3 si numirind din nou grupele am gasit:

AL =n (o= 1) (n = 2).

De aici inainte, extinzind acest raiionament ,din aproape in
: : 4 R - < N

aproape, am scris formula pentru AN Aﬁ st am admis ¢d aceasti
formuld este valabild si in cazul general, scriind formula lui A

Metoda aceasta insi, de a extinde fa cazul general valabilita.
tea unei formule gdsite in cazuri particulare, nu este corectii din
punct de vedere matematic. »

Ceea ce am fdcut. noi, echivaleazi cu o inductie tncom pletd.

Pentru a gisi pe altid cale formula lui Ak vom rationa
in modul urmitor:

Cind am format tabloul (7,), am plecat de la (T,) si dupa
fiecare grupa de doud obiecte am agezat rind pe rind obice-
tele rimase, al cdror numir este n — 2 si am gisit:

A3 = (n —2) A2

Ca sd formidm (7,), plecim de la (7T3) si dupd ficcare
grupd de trei obiecte asezdim rind pe rind obiectele rdmase,

al cdiror numir este n — 3 si gdsim:

Al = (n —3) 47

Sit presupunem ca am format (7',_,), adicd tabloul aran-
Jomentelor de n obiecte luate cite p — 1 si, folosindu-ne de
grupele acestui tablou, vrem si formim (T,), adicd tablowl
aranjamentelor de n obiecte luate cite p.

Pentru aceasta, dupa fiecare grupa din (Ty1), vomn
agseza rind pe rind toate obiectele rimase.

Or, fiecare grupd din (7,_,) contine cite p — 1 obiecte,
iar numirul obiectelor rimase este:

n—(p—==1=n—p-+1.

Cun} fiecare grupa d;m (;Tp_l) a dat nagtere la (n — p 4 1)
grupe in (7)), urmeazd c¢i avem:

n=(rn—p 4 1.4




Formula aceasta, care stabileste legdtura dintre doud
aranjamente consecutie, se numeste o formuld de recuren!(d.
9. In general, dacd avem un gir de numere, de exempiu:

Wy, Ugy Ugy «ooy Uy,

vom numi formuld de'recurentd, o formula cu ajutorul cé-
reia putem calcula un termen oarecare din acest sir, de
exemplu pe u,, in functie de citiva din termenii anteriori
Up 1, Up_g, Un-3 etc.

Cele mai simple formule de recurenta ne dau valoarea
lui u, numai in functie de u, 4, altele apeleazd la wu,,
§i Un_p §i pot fi unele care recurg chiar la mai mult de doi

termeni anteriori.
Insusi numele de formula de recurenid arata esenta

procedeului (in latind: recurro — a alerga inapoi), care
constd in calculul unui element (u,) al sirului, cu ajutorul
elementelor precedente din sirul considerat.

10. in cazul nostru, formula de recurenti

AL = (n —p + D-AT
ne va da valoarea lui A% in functie de AP

in aceastd formuld de recurentd si punem in locul lui p

pe rind valorile

{
2,3, e

Avem succesiv:
Pentru p = 2 avem A% = (n — 1)- AL
L op=3 , Al=(n -2

........ c e s e

ol — 1, ke

P I .

Pentru p = k£ — 1 avem At = —k + 2). Ay

. p=k . AL ==k DA

Inmultind aceste k —1 relatii membru cu membru, vom
giisi: -

I

A2 Ap . AT AL =
(1) (=2 (kA 2) (kA DAL AT AT AT
Impartind acum ambii membri cu produsul

2 3 K— <A a
A2 A3 AT i intrucit Al =n

10

vom gasi:

An=n( —1)(n —2)e(n —k+1) | (1)

adicd 51 f a
) ancleia.zlL formuld pe care am stabilit-o mai sus, cu
etoda, prin inductie incomplet. ,

EXERCITII REZOLVATE
Folosim formula (I): Af=n (n—1) (n—2)...(n—k+1)

i e S enfonst e 1
se expri'mé printr-un produsg(liit:’f ,nun :;leal;zliz]t ar?njamentelpr
d{’?cjl;escaloqre, incepind o uralte consecutice
are Oavz{)olzliiirfr?ic;ceizel formule, cind indicele superior k
i \]I)aloarea produs,ului{n scrie toti factorii si eventual dim
pr()(lu:jlsciolrgszc?feenou;;]aal'oar? mare sau este datd literal, din
P timis o 1 primii 3 factori si ultimul, eventual
valolzxie;m;ielfak liil—tlln,md]g(:j factor, vom fi atenti ci el are

ultim il factor = diferenta indicilor + 1.

1) Ay = 8.7.6.5 = 1 680,
2) A = 8.7-6.5-4 = 6 720,

Ag+ A3 PR ,
3) LATJ:’LLEL}_‘L" _ 8:747:5-4 98 1 20)
6 §-5-4 5.4 = “T:
_7:28 7.7 49 ’
20 5 5

4) Cite numere d i g
cifrelo: 1,2 3. ,_P,,g?e 2 cifre distincte se pot forma cu
Avem
4§ =9-8 = 72.
5) Si se afle numi :
luate cite A — 1. drul aranjamentelor de n + 1 elemente

Ultimul factor = (n + 1) — (k —1
=n—k+ 3, asa ci avem) E=DHt=ntt—k+1+1=

ATl =+ 1) n(n —1) ... (n —k+ 3).




6) Si se afle numirul aranjamentelor de (n 4-F) elemente
luate cite (n — Kk -+ 1).

Ultimul factor = »(n—i—k)——(n—A‘+1)+1=~n~l—k—nr+k—~
—1 4+ 1 = 2k, asa cd avem -

AT = (4 K) (k=D n k= 2) . 2R).

7) Intr-o clasd se.@nvggﬁ'm materii, iar orarul trebuie
i cuprindd b materii diferite pe z1. o

in cite feluri pot fi repartizate lectiile unei zile?

Toate repartizirile posibile ale lectiilor pe o zi repre-
zintd toate aranjamentele ce se pot face din 10 elemente
luate -cite D, asa cd avem

5 = 10-9-8:7:6 = 30 240.

PERMUTARI

11. Si luiim trei elemente (sau obiecte), care s fie chiar
cifrele 7, 2, 3. ' . L :
Ne propunem ca din aceste cilre sa formim toate numerele
de trei cifre, adic# in fiecare numdr sa intre toate mirele:
sau cum se spune in analiza combinatorie, in fiecare grupd
si intre toate obiectele. ’
Daci incepem cu cifra 7, putem avea
grupele 123 si 132;
dacd incepem cu cifra 2, putem avea
grupele 213 si 231, iar
dacd incepem cu cifra 3, putem avea
grupele 312 si 321.

Aseziim toate aceste grupe intr-un tablou:

S S -

123 213 312
132 231 321

Grupele formate in modul acesta ain cele trei obiecte,
astfel ca in fiecare grupi si intre toate obiectele, se numesc
permutdrt de tret obiecte si numdrul lor se noteaza cu simbo-
lul Ps.

12

De la inceput observdm, cd in cazul permutdrilor, spre
deosebire de aranjamente, folosim wun singur indice, in
exemplul nostru pe 3; al doilea indice fiind tot 3, a de-
venit inutil pentru motivul c¢d in fiecare grupd intrd toate
obiectele.

In acelasi mod cu P, pulem avea si:

permutdri de patru obiecte in numir de P,;

permutdrt de sase obiecte in numir de Pg si in general
permutdri de n obiecte in numér de P,.

Dacd examindm grupele din tabloul de mai sus con-
statim ca, intrucit in fiecare grupd figureazi toate cele
trei obiecte, grupele diferd numai prin ordinea obiectelor.

Putem da atunci definitia permutédrilor:

Prin’ permutdri de n obiecte, infelegem grupele care se
pot forma din cele n obiecte, cu urmdtoarele doud condilii:

1) fiecare grupd sa confind toate cele n obiecte;

2) grupele sa se deosebeascd intre ele numat prin ordinea
obiectelor.

12. Caleulul numdrului permutdrilor eu ajutorul aran-
jamentelor. Intrucit la permutdri intr-o grupa figureaza
toate obiectele, iar grupele se deosebesc intre ele numai
prin ordinea obiectelor, inseamnd cd permutdrile pot fi
considerate ca niste aranjamente, la care n=Fk, adicd nu-
mdrul obiectelor din fiecare grupd = numarul total al obiecte-
lor; in acest caz, aceste aranjamenie nu mai diferd decit
prin ordinea obiectelor, tocmai conditia ceruta la permutari.

Asa ca vom avea

P,= A4 =1

P, = A% = 2.1

Py = A3 = 3.2.1
P, = A} =4.3.2.1

si in general

Po=At=n(n —1) (n —2) ... 3:2.1]
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Se stie ci A% se exprimd printr-un produs de mai multe
numere naturale consecutive descrescitoare, in care primul
factor este n, iar ultimul factor este n — k -+ 1.

in cazul lui An, primul factor va fi evident tot r, iar
ultim 1l factor va fi n —n -+ 1, adicd 1.

in acest caz, produsul n(n — 1) (n —2) ... 3-2-1 il vom
scrie invers, in ordine cresciitoare, asa cd pentru P, vom
avea:

P,=1.23...n

Produsul 1:2-3 ...n, format din produsul primelor
n numere naturale, se noteazi in matematicd cu sim-
bolul n! care se citeste n factorial sau factorial de n.

(u aceastil notatie, permutdrile de mai sus se vor putea
scrie

Py =11=1
P, =21=1.2
P, =3!1=1.2.3
P, = 4! =1.2.3.4
si in general
| P, =n!l=1.2.3...n an

‘ n

18. Caleulul lui P,, cu ajutorul unei formule de recurenfi. Sa
luim cele n obiecte: a,, a5, @3,..., @n_g, An-1, an-

Si presupunem cii am luat din ele primele (p — 1) obiecte si am
format din ele tabloul permutirilor de (p — 1) obiecte, adicd (Tp—y)-

Pentru a forma acum tabloul permutdrilor de p obiecte, adici (T'p),
vom lua si obiectul apsi il vom aseza lingd fiecare permutare de
(p — 1) obiecte, in toate locurile disponibile.

Dacd luiim, de exemplu, permutarea

observim ca avem un loc disponibil la dreapta si (p — 1) locuri dispo-
nibile inaintea fieciruia din cele (p — 1) obiecte, deci in total p locuri
disponibile.

Astfel ci fiecare permutare de (p — 1) obiecte va da nastere la
p permutiri de p obiecte, deci vom avea

Py = p-Pp,

‘14

Aceasta este formula de recurenta cautata.
Facem in aceasti formuli

p=2p=3,p=4,.,p=n—1,p=n
si vom gési
Pentru p = 2 avem P, = 2 P,.

Pentru p = 3 avem P, = 3 P,
Pentru p = % avem P, = 4 P,.

=

Pentru p = n — 1 avem P,_, = (n — 1) Pyu_,.
Pentru p = n avem Py =n P,_,.
Inmultim aceste egalititi membru cu membru si avem
Py Pye Py Py« Py=2:83-4...(n—1) n: Py Py+ P,...
Py Py

Simplificind egalitatea cu produsul P,.P,.P Py,-P i
observind ci P, =rfi, avem form}l)ﬂa definitiva = " 7

Pp=n!=1.2.3...n (mn

f:entn; a vedea mai bine rapiditatea cu care cresc permutirile
sau %ct.omalele, 3 ludm urmiitoarea problemi:

b lrng tovarasi, care iau prinzul zilnic la aceeasi cantina, sed pe
0 dgnca in faja mesei; ei se hotérasc ca in fiecare zi si se azese in alta
or mie tpe aceeasi bancd. Dupd cite zile revin la prima asezare?
duos %rqcnt Py =1.2.3 = 6, inseamnd cd ei revin la prima asezare

upaD @le, adicd aproximativ dupd o siptimini.
tova Jacd acum in loc de trei tovarisi, ar sedea la aceeasi masi patru
I ragi, intruecft P, = 1.2.3.4 = 24, inseamnd cii ei vor reveni
a prima agezare dupi 24 zile.

4 In cazul a cinci tovaridsi, intervalul de timp dintre doud asezari
entice se mireste la:

Py = 5! = 120 zile, adicd 4 luni.

In cazul a 6 tovardsi, vom avea

Py= 6! = 720 zile, adici aproape 2 ani.

In cazul a 7 tovarisi, vom avea

P, = 71 = 5 040 zile, adici aproape 14 ani.

In cazul a 8 tovardgi, vom avea intervalul
Py = 8! = 40 320 zile, adicd 110 ani, ceea ce face mai mult decit
0 viata de om.

Acest exemplu ilustreazd intr-un mod fearte elocvent rapiditatea
cu care cresc factorialele.
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14. Douii proprietiti importante ale factorialelor. Si
ludm citeva factoriale consecutive, de exemplu

61, 7!, 8! etc.; constatim urmdtoarele:

6! =1.2.3-4.5.6

7' =1.2.3.4.5-6.7 = 6!7

8! =1.2.3-4.5.6-7.8 = 617.8

In general putem scrie
nl=(n—N1ln ar)

nl=0n—'(n —-—NHn (1l,) ete.
De asemenca putem deduce usor relatiile urmétoare

Vo (n -+ 1)1
nt = 2 (11,)
nt = —0EA Ly ete.
(n-+1) (n+2)

EXERCITII REZOLVATE

1) Cite numere de noui cifre scrise cu cele noud cifre
semnificative diferite exista?
Numiirul ciutat este .
Py =91 =1.2.3.4.5.6.7.8.9 = 362 880.
2) Cite numere de cite zece cifre diferite exista?

(Numerele incepind cu 0 sint socotite ca fiind de 9 cifre.)
R. 9-P,

3) In cite feluri pot fi asezate 12 persoane la o masd
pe care sint 12 tacimuri?

Numairnl ciutat este
Py =121 =1-2-3...-12 = 479 001 600.

Vedem deci cit de repede cresc factorialele.
De exemplu pentru 100! gisim un numdr seris cu 158
_de cifre.

4) Pe—P4:6!—4!=3!4'5'6—3!424.5,6 4 =
P, 31 31
— 4 (30 —1) = 116.
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5) Si se afle numirul permutdrilor din 2n - 2 elemente.
Avem:

Ponpa = (2n + 21 =1-2-3- ... - 20 + 1) (2n + 2).

COMBINARI

15. Sd ludim din nou cinci elemente: 7, 2, 3, 4, 6 i sd
formdm tabloul aranjamentelor luate cite doud:

12 21 31 41 o1
13 23 32 42 52
14 24 34 43 &3
15 25 39 45 o4

Dacd in acest tablou tdiem grupele care diferd prin
ordinea elementelor, obtinem tabloul:

12

13 23

14 24 34

15 26 35 45

in care grupele diferd numai prin natura obiectelor.
Grupele formate in modul acesta din cele cinci obiecte se

numesc combindri de cinci obiecte luate cite doud i numérul

Jor se noteaza cu CZ

In acelasi mod putem avea:

combindri de 10 obiecte luate cite 4 in numir de C%;

Y combindri de 15 obiecte luate cite 7 in numir de Ci;

81 in general:

R combindri de n obiecte luate cite k in numir de C} in care

¥ caz, evident, avem £k < n.

In cazul general, pentru Cj putem da urmitoarea

: definitie:

Prin combindri de n obiecte luate cite k intelegem grupele

- care se pot forma din cele n obiecte, cu urmdioarele doud

= condi{ii:

: 1) fiecare grupa sa confina cite k obiecte din cele n date;

2) grupele sd se deosebeascd intre ele prin natura obiectelor.

Numirul combinédrilor de n obiecte luate cite & se no-

« R
teazd cu C,.
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16. Inainte de a afla valoarea lui Ch, vom lua mai
fntii un caz particular, adicd vom forma toate combindrile
de cinci obiecte luate intii cite doud, apot cite trei.

Cele cinci obiecte le vom nota, pentru simplificarea

notatiilor, cu .
1, 2, 3, 4, 5.

in cazul combinirilor celor cinci obiecte 1,2, 3, 4, 5,
luate cite doudi, vom scrie succesiv dupd fiecare obiect,
obiectele care il urmeazi in ordine naturald. Vom avea astfe

grupele:

72 23 34 45
13 24 35 I
14 25 (7
15

si am format astfel tabloul combindrilor de cinct obiecie
luate cite doud, adicd (T,).

Pentru a trece acum la combindrile celor cinci obiecte
luate cite trei, vom lua fiecare combinare de doud obiecte si la
dreapta ei vom aseza, rind pe rind, obiectele care ii mai
urmeazd in ordine naturali. Vom g#si astfel grupele:

123 134 145 234 245 345
124 135 235 (T,)
125

Am format astfel tabloul combindrilor de cinci obiecte luate
cite trei (adicd T,).

Acum sd gisim formula care ne di numdrul combini-
rilor de cinci obiecte luate cite trei, adied Cs.

In tabloul combindrilor de cinci obiecte luate cite trei vom
lua fiecare grupd si ii vom permuta cele trei obiecte in toate
modurile posibile. Intrucit P, = 3! = 6, inseamni ci din
fiecare grupd vom obtine cite sase grupe.

18

Formdm un nou tablou, agezind grupele formate prin
permutdri pe cite o coloand, in modul urmitor:

123 124 125 134 135 145 234 235 245 345
132 142 152 143 153 154 243 253 254 354
213 214 215 314 315 415 324 325 425 435
231 241 251 341 351 451 342 352 452 453
312 412 512 413 513 514 423 523 524 534
321 421 521 431 531 541 432 532 542 543

Cum tabloul e in forma de dreptunghi, atlim mai intii
numdrul grupelor de pe o linie, apol numdirul grupelor
de pe o .coloand si vom scrie ca:

numdrul grupelor de pe linie X nummdrul grupelor de
pe o coloand = numdrul total al grupelor.

Pentru a afla numdrul grupelor de pe o linte, privim
numai prima linie unde am scris chiar combindrile celor
cinci obiecte luate cite trei, deci acest numéar este C%.

Numdrul grupelor de pe o coloand se vede imediat ca

" este Pj, intrucit pe fiecare coloand am ficut toate permu-

tirile grupei initiale din prima linie. Deci avem deocamdati:
numdrul grupelor de pe o linie X numdrul grupelor

“de pe o coloand = CEX Pj.

S& incercim sa aflam numd&rul grupelor din tabloul
nostru dreptunghiular in alt mod, examinind componenta
grupelor si mai ales felul in care se deosebesc intre ele.

In aceastd privint{i constatim urmitoarele:

Grupele din prima linie, fiind combinéri de cinci obiecte
luate cite trei, se deosebesc intre ele evident numai prin
natura obiectelor.

Grupele din fiecare coloand, fiind permutdri de trei ele-
mente, se vor deosebi intre ele numai prin ordinea obiec-
telor. ~

Grupele din tabloul intreg, luate in ansamblu, consti-
tuie atunci grupe formate din cinci obiecte luate cite trei,
care se deosebesc fie prin natura obiectelor, fie prin ordinea lor,
adicd chiar aranjamente de cinci obiecte luate cite trei si
numadrul lor este AZ.

Deci putem scrie:

2% _ 19




Aceastd egalitate s-ar putea citi astfel:
Combindrile de cinci obiecte luate cite trei, permutale cile
trei, ne dau aranjamente de cinci obiecte luate cite irei.

Din egalitatea
A3
Ci P, = A} avem |C?= ——-P5

In general avem:
2 k
C,i * Pll == An de unde CZ == —

care ne dd, in cazul general, valoarea lui C)., cu ajutorul
aranjamentelor si permutdrilor.

Ultima relatie s-ar putea obtine, ficind si pentru C)
acelagi ratlonament ca in cazul C%.

Sa presupunem cd am format toate combindrile a
n obiecte luate cite 4.

Pentru a g#si numdarul lor, s luim una din aceste com-
bindri ce contine k obiecte §i sd permutdm in toate modurile
posibile aceste % obiecte; vom obtine P, grupe.

Repetind aceastd operatie pentru toate combindrile,
obtinem in total ck.p, grupe, care nu sint altceva decit

. . a - o I;
aranjamente de n obiecte luate cite k, al cdror numir este A, -
Deci avem si pe aceastd cale

Cﬁ 'Ph = Aﬁ

de unde avem

Ah _ _
0’;=P_:="<" o=t aoh b (111,)

Formula (I11;) constituie prima formula a combindrilor
cu ajutorul aranjamentelor si permutarilor.

17. Orice numir de combindri in mod necesar trebuie
s& fie numir natural, deci:

A =) =2 = k)
Py 1.2.3 ..k

20

trebuie s fie si el numir natural. De aci rezultd urmd-
tearea proprietate aritmetici:

Produsul a k numere naturale consecutive este totdeauna
divizibil prin produsul primelor k numere naturale.

18. Expresia lui Cn, scrisd sub form# fractionard, se
poate pune sub o altd ‘ormé, amplificind fractia cu (n—L)'
Avem

Ct = A:z _nn—=1)(n—=2)...(n—k+ 1) -

Py, 1-2.3 ... k
— [n(n—1)(n—2)...(n —k—l—l)] [(n—k) (n—k—1)...2-1] _
(1-2- 3...k)-[1-2..(n—k—1) (n—K)]
An—k—1) (n—k) (n—k-41)...(n—2) (n—1)n
(1- 2+ 8. k) [1:2... (n—k—1) (n—k)]

Tkl n—h)!

Am gisit deci formula

k nl .
C1 = m' (1112)

Aceasta esle a doua formuld a combindrilor, cu ajutorul
factorialelor, cunoscutd incd sub numele de forma factoriald
a combindrilor. '
E 19. Formula aceasta ne dd urmitoarea proprietate:
Produsul primelor n numere naturale consecutive este
, totdeauna divizibil prin produsul primelor k numere naturale
inmultit cu produsul prmzelor (n — k) numere naturale, ori-
care ar fi k, cu conditia ca sd avem k < n.

RS De exemplu:
e Produsul (1-2 ... 12) va fi divizibil cu produsul (1-2...8)
inmultit cu produsul (1-:2-3-4).

APLICATII

I. Si se demonstreze formula CX = €% folosind for-
mula (II1,).

I1. Si se verifice aceeasi euahtate in cazul particular
C¢=Cg cu cele doud formule (111, ) si (I111,).

151
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20. Alte formule relative la combiniri. Si calculdm

. . - 1 12 2} A v ~ .
pentru cazul a 8 obiecte C§, C§, C% pind la CI. Gisim
rezultatele:

1 __ 7 o v
Cg_-Cg_S C3 = C3 = 56
v ol
(F=0C=28 ci = 10.
Dous NS s 1 C e
oud combindri cum sint C} si 7, C%si (8, C3

- 5 10 o 8 ol 4 R . M—}
si €3, Cgsi C§si in general C, si Cy,", care se bucuri de
proprietatea ca au acelasi indice inferior, iar suma indicilor
superiort este egald cu indicele inferior, se numesc combi-
ndri complementare.
b {Xt'unm? din calcu]eleAfacute mai sus, am constatat: com-
mtéruzle complementare sint egale intre ele.

a demorjstrgm atunci egalitatea combindrilor comple-
mentare, datd prin formula generali:

L3 n—k
Co=Cu™ Iv,)

Presgpunem cd am ficut toate comhingrile celor n obiecte
luate cite k.

Flecarevl combindri care contine k obiecte putem face si-i
corespundd o altd combinare, si numai una singuri, de cite
(n — k) obu@ctAe §1 anume aceea care cuprinde obiectele care
nu figureazi in prima.

. Acestg combindri se corespund una cite una, deci putem
orma atitea grupe de k obiecte, cite grupe de n — k)
obiecte existi.

Rezultd ca numdrul combindrilor de n obiecte luate cite k
este egal cu numdrul combindrilor de n obiecte luale cite
(n —k), adica:

I —_
C:n: Cg k'
' Deoarece pentru k& = n, formula (IV,) di: Ch = C" = 1,
iar f T ~ o, mo__ n! . - “
ormula (I11,) ne di: ¢ = o = 1, convenim si luim
0!l =1
21. O altd formuld remarcabili | indri
. a combinér i pri
prietatea urmitoare: niirt este datd prin pro-

Numdrul combindrilor de n obiecte luate cit

Num ! e k este egal cu numarul
combindrilor de (n — 1) oblecte luate cite k, adunat cugnumtirulmcf:)’x-

bindrilor de (n — 1) obiecte luate cite (k — 1), adici avem

h —
C,=Ck_, +Chol. (IV,)
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Aceastd formuld se numeste formula de 'descompunere a coms
bindrilor; intr-adevilr cu ajutorul ei descompunem C’;l in alte combindéri.

Observim ci formula se poate memoriza usor, dacd retinem
urmittoarele: o . :

1) intii micsoram indicele de jos,

2) apoi micsoram si indicele de sus.

92, Demonstrarea {formulei (IV,) referitoare la proprictatea de
descompunere a combinirilor.
Fie

Ay, Qo, Ggy «eey An—1, Gn cele n obiecte.

Presupunem cid am format toate combindarile celor n obiecte luate
cite k si ci le-am asezat intr-un dreptunghi, separindu-le in doua
parti; in prima parte punem combinirile care nu contin pe an, §i
in partea a doua combindrile care coniin pe ay, 1ar din toate aceste
combiniri scoatem obiectul ay.

Vom avea schema urmditoare:

k
Cn
Grupe care nu contin Grupe care contin pe an,
pe an dar il scoatem din toate
grupele
in numir de C* in numar de €74
numar de Cp_4 b 1

Combiniirile care nu contin pe ay sint in acest caz grupe formate
din numat (n — 1) obiecte, luate cite &, deci numdirul lor este Cﬁ_l.
Combiniirile care contin pe ap, dar din care scoatem acest obiectdin
toate grupele, vor fi atunci grupe formate din numai (n — 1) obiecte,
dar luate numai cite (k — 1), intrucit din fiecare grupd de k obiecte

. = . . h—1
am scos un obiect. Numirul acestor grupe va fi atunci C. .
Intrucit numdarul total al grupelor este C,, avem

Ch=Cr_y + O3

n—1

Aplicatie Si reluim formula de descompunere a combi-
ndrilor
k A k—1 ,
C':t = Cril—l —+ Cn——l . (1\72)

Si aplicim din nou aceeasi formulid. de descompunere de mai
multe ori la rind, insd numai primei combindri.
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Vom gisi succesiv repetind relatia de mai sus
Ca=Cra+ CT4

n—1

i kR R~1
Cn«—l - Cn»—z + Cn-Z
i . R - k—1
Cn~—2 - Cno—3 -+ Cnv«3

L R I I IR IR ]

DI IR A S A P .e
Rk ol h—1

CIH-? - (’1z+1 + Ck+1
13 ok F—1

CIH—l - Ck + Ck *

Adunind toate aceste egalitiiti membru cu membru si observind
¢d o parte din termeni se redue, gisim

Ch=Ci+ Ol + Oy + OiTh+ e+ O3+ O

n--1 n—3

primul termen Cf = €71 = 1 il trecem la urmi si vom avea

Ch=CiTi+ O+ O i+ e+ Ot + O H CTH )

n—1 n—2

Aceasta reprezintd o altd formuld de descompunere a lui Cf‘, intr-o

sumi de combindri. . 5
Aceastd formuld se poate pune si sub altd formd; notind

k—1=r,n—1=m
k=r-+1, n=m--+1,

formula devine

|

Ot = Ot G+ G bk Gl 4 6 | V)

Dacd in formula (V) dam valori particulare pentru »n si k&, gisim
diferite relatii. )
Spre exemplu, peniru n = 10 si £ = 6 vom avea

Ch=Cf+ G+ 5+ CL 4 63
Pentru n == 12 §i k = 5 vom gisi
Ch= Ch+ C + Ci+ Ci+ O+ Ch 4 CF 1 C4.

Asupra formulei (V) vom mai reveni, cind vom ardta si semni-
ficatia el.
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" REZUMAT

1) Aranjamente (grupiri care diferi sau prin natura

- obiectelor sau prin ordinea acestora): .

Aﬁ:n(nml)(n——Z)...(n—-k+1)i (N

Avem un produs de k& numere naturale consecutive des-
crescitoare, incepind cu n.

2) Permutiiri (grupdri care diferd numai prin ordinea
obiectelor):

P,=nl=123...(n —n (110

Avem un produs de » numere naturale consecutive cres-
cidtoare, incepind cu 1 (produsul primelor n numere naturale).

3) Exprimarea unui faetorial oarecare printr-un factorial
mai mie san mai mare.

Ln! =)= (n —2) (n — D) (11,)
i o (n + '1)!= (n + 2)! (11,)
n 41 (n+1) (n+2)

4) Combiniri (grupdri care difer§ numai prin natura
obiectelor).

Prima formuld, cu ajutorul aranjamentelor si permutd-
rilor:

nin —1) (n—2)...(n — k4 1)
Py 1.2-3 ..k

s

(I1)

Formula a doua, cu ajutorul factorialelor:

Ct — n/! _ factorialul indicelui mare 1
k!(n—k)!  (fact. ind. mic) (fact. diferentei) (IT1,)
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5) Alte formule importante cu privire la combiniri
a. Egalitatea combindrilor complementare:

Ch=cCnt (Ivy)

b. Proprietatea de descompunere a combindrilor:

Cr=Ch_y+ Ci3 (IV,)

EXERCITII REZOLVATE

1) Din 10 pionieri trebuie alesi 3 ca sd meargd intr-o
excursie.

In cite feluri diferite se poate face alegerea?

Numiirul ciutat este numarul combindrilor din 10 ele-
mente, luate cite 3, adica

3, = 20098 999,
1.2.3

2) In cite feluri diferite putem scoate 9 numere dintr-un
sdculet, cuprinzind numerele de la 1 la 90?

Numirul ciutat reprezintd numéirul combindrilor de 90
luate cite 9, adica

3y = .  20:89: 8882 _ 706 252 528 630

P, 1-2-3...9
4 11-10-9-8

3) ¢t = A 11-10:9:8 339,
P, 1.2.3.4

in cazul cind la C;, indicele superior k& este mai mare
decit juméatate din indicele inferior n, folosim formula
combindrilor complementare:

|ch=ca| (1Vy)

Ajy [ 12-11-10-9-8 _ ~g9

) Cho Ty 1-2-3-4-5
40 .
B) € = Chp = -2 — 780,
1.2
A(x-+1 ax+9—4(x+1 5
6) tore) = Cixis O — Clygo-

26

7) S& se demonstreze formula (I 7,):

a) prin calcul direct, folosind formula (I11;),

b) cu ajutorul factorialelor, folosind formula (I1I,)."
8) Si se verifice ¢d C9% = C3, + C8;; C¥ = CY{ + C

EXERCITII $I PROBLEME PROPUSE

Analiza combinatorie

1. Cite numere formate din 5 cifre diferite se pot scrie
cu ajutorul cifrelor 1,2,3,4,5,6,7,8,9 (fird a se repeta)?

2. Cite numere diferite cu cite 5 cifre se pot scrie cu aju-
torul cifrelor 0, 1, 3,5, 7?

3. In cite feluri se poate face garda cu 3 soldati si
un ofiter, dacid sint 80 de soldati si 3 ofiteri?

4. Cite cazuri se pot distinge la alegerea a 2 creioane
81 3 tocuri, din 5 creioane diferite si 5 tocuri diferite?

5. La 9 sonde trebuie repartizati 3 ingineri, fiecdruia
repartizindu-i-se cite 3 sonde.

In cite moduri se poate face repartitia?

6. S& se calculeze

h+1
a) Cﬁii; b) C?iik-
7. S& se calculeze
5 h+2 k41
An + A;‘l An_—,}-—k + Anik

; b)

3 k
An An+k

)

8. Si se verifice egalititile

a) Ci — Cp = Cu;

b) Ch 4 Ch 4 Cry1+ Coio+ Coys + Chgs = Crase

9. Sd se simplifice expresiile
1)

2n+1
a) ——m+¥r .
) Ah—l P ? b) 10P
2n—1" £ 2n—kh n—1

k—1
A" P

n—R
.

10. In cite feluri se pot instala patru caldtori intr-o
cabinid de vapor de 4 locuri?
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11. Un tren de persoane are 10 vagoane. In cite feluri
pot fi agezate vagoanele pentru formarea trenului?

12. In cite feluri se pot aseza 6 persoane pe o banci?

13. Intilnindu-se 12 persoane, si-au dat mina. Cite
stringeri de mind au avut loc?

14. Intr-o clasd cu 30 de elevi, toti clevii au dorit si
facd schimb de fotografii.

De cite fotografii a fost nevoie?

15. In cite feluri se poate forma o brigadd de 5 oameni,
dintr-un grup de 12 oameni? )

16. In cite feluri diferite se poate alege, din 15 persoane,
o delegatie formatd din 3 persoane?

17. Dintr-o brigadd formati din 13 persoane, dintre
care 5 birbati si 8 femei, pot pleca intr-o excursie 8 persoane,
§i anume 3 bédrbati si 5 femei.

In cite moduri se poate pleca in excursie?

18. 12 elevi inchiriazd 3 b#rci: una cu 3 locuri, a doua
co 4 locuri, a treia cu 5 locuri.

In cite moduri pot s se ageze el in cele 3 birci?

19. Intr-o cutie am 10 cartoane albe si 6 cartoane gal-
bene. Se scot cite 6 cartoane din cutie.

In cite feluri se pot scoate aceste cartoane, astfel ca si
am cel putlin doud galbene? _

20. S& se gaseascd numéirul permutérilor ce se pot face
cu cifrele 1, 2, 3, 4, b, 6 astfel ca suma cifrelor egal depir-
tate de extreme s fie aceeasi.

21. Intre permutdrile ficute cu cifrele 1, 2, 3, 4, 5,
cite nu incep cu cifra 5? cu numéirul 12? cu numérul 123?

22. Intre combinirile ficute din 10 litere a, b, c... luate
cite 4, cite sint care nu cuprind litera a? literele a si b?

23. Intre aranjamentele din 12 litere a, b, c... luate
cite 5, cite sint care nu contin litera a? literele a si b?

24. Intre combinirile de n litere luate cite %, cite sint
care confin p litere date?

25. Intre aranjamentele de n litere luate cite k, cite
sint acelea care contin p litere date?

26. La un examen sint 12 candidati.

a) In cite feluri se pot aseza in fata comisiei, dacd sint
ascultati toti in aceeasi serie?

b) Dar in cazul cd sint ascultati in grupe de cite 4?

¢) Dar in cazul cd fiind ascultati in grupe de cite 4, li se
cere ca in fata comisiei s& se ageze in ordine alfabetica?
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27. In aranjamentele de n litere luate cite k:

a) Cite incep cu o literd data?

b) Cite contin o litera data?

¢) Cite incep cu 2 litere date?

d) Cite contin 2 litere date?

i e) Cite incep cu p litere date?

F f) Cite contin p litere date? ) )

w3 28. In cite moduri se pot aseza n persoane in jurul unei
mese circulare?

¢ 29. Si se rezolve ecuatiile

b) Cy + Cy=15(x —1).

’ . 30. Sa se rezolve ecuatiile
’ o) AL — A

3
] 347
A3

=893 b)) Chpi= "

31. Si se rezolve ecuatia 30 €323 = 19 A%_,.

Lo 32. S& se rezolve ecuatiile
5T , A(x+1) 3 X3 3
e a) CL(x-H) =5 A4x+71 b) Cx+8 = 5Ax+6o

33. Cite fractii supraunitare diferite se pot forma avind
ca termeni doud din numerele: 3, 5, 7, 11, 13, 17?

34. Cite produse diferite, multiple de 10, se pot forma
din numerele 7, 2, 11, 9, 5, 3?

35. Si se rezolve sistemele de ecuatii

a) A% AV =10 b) C4*' =25a.

1 5
cz.:cz*:;; Y, = 10.

SoM 36. Stiind cd numirul aranjamentelor a n obiecte luate
- cite 6 este egal cu de 12 ori numiirul aranjamentelor acelorasi
=~ obiecte luate cite 4, sd se giseascd n.

37. Stiind cd numdirul aranjamentelor a n obiecte luate
cite k este egal cu de p ori numdrul aranjamentelor acelorasi
obiecte luate cite £ — 2, sd se gidseascd n.

Cum trebuie si fie p, pentru ca problema si fie posibila
§i in acest caz cite solufii avem?
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38. Si se deducd egalitatile
a) Cr = Ci_s + 20375 + Ch73;
b) Cn= Cis+ 3035 + 30,55 + ChTi.

39. Care este numirul maxim de plane care trec prin
p puncte oarecare din spatiu, stiind ci numai n dintre aceste
-puncte sint situate in acelasi plan?

40. Intr-o sald de spectacol sint » scaune numerotate
in continuare si » — 1 spectatori. in cite moduri deosebite
se pot distribui spectatorii pe cele n locuri?

41. Dintr-un comitet de 11 persoane format din 7 barbati
si 4 femei trebuie si se alcituiascd un subcomitet de 5 per-
soane care sd contind:a) doud femei, b) cel putin doud femei.
In cite moduri distincte se poate realiza acest fapt?

BINOMUL LUI NEWTON

.PRODUSUL UNOR BINOAME CARE DIFERA
NUMAI PRIN TERMENII LIBERI

1. Sa se calculeze produsul (z + @) (z 4+ a,) a doud
binoame de gradul I.
Notind produsul cu P,(z), putem scrie

Py(z) = 22 + (a1 + ax)x + a,0,. 1

Polinomul P,(z) este un polinom de gradul II, ordonat
dupd puterile descrescitoare ale lui z.

Relatia (1) poate constitui o fermuld pentru inmultirea
a doud binoame de gradul I.

De exemplu, putem scrie

a) (z-+5) (z+3)=22+(5+3)x+5 -3=a2+8x+15.

b) (z+7) (x+4)=a24-(T+4)x+T7 -b=a®+ 112 28.

¢) (2+6) (r —5H)=a*} (6 —H)x+6( —bH)=2a2+x —30.

d) (x—8) (x—4)=1x24(—8 —4)x+(—8)(—4)=a®—12x+
+-32, si tot asa mai departe.

2. S# calculdm produsul (z + a,) (z + @,) (z + aj) a trei
binoame de gradul I.

Notdm produsul cu Pg(x), care va fi un polinom de
gradul IIl in =.
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Acest polinom il putem calcula in doud moduri.

in primal mod, pe o cale mai elementard, inmultim
mai intii primele doud binoame, pe urma rezultatul gédsit
— care e dat in relatia (1) — cu binomul al treilea.

Putem insd proceda si altfel.

Polinomul Py(z), de gradul III in 2, il putem nota

_provizoriu sub forma urmatoare

Ps(x) == xa —i— Sla)?' + Szx _l" S3, (2)

unde am notat cu S, coeficientul lui 22, cu S, coeficientul
lui z i cu S, termenul liber. )

Pentru a gisi termenul S22, ludim termenul z din doi
factori si termenul liber din al treilea factor, asa cd avem

S1@% = @,a* + ax* + agx® = (a1 + ay+a5)2?,
deci
S, = a, + a, + a,. (3)

Pentru a gisi termenul S,z, trebuie si ludm pentru
inmultire termenul z dintr-un singur factor si termenul
liber din doi factori, asa cd avem

8o = 4;0,% + 0,057 + axa5x = (a0, + aya; + axa3)z,
deci
S, = aya, + aqa5 + ajas. (4)

Pentru a gisi termenul S;, observdm cd S; reprezintd

-chiar produsul termenilor liberig adica

Sy = aa,a;.

Inlocuind expresiile lui S;, S,, -S; in relatia (2)

“avem

Py(z)=(2+a,) (x+ap) (x+az)=2+(a,+ay-+a3)2*+
F+(a,a,+a a3+ asa3)r+a,a.a;. (3)
Relatia (5) poate constitui o formuld pentru inmuliirea
-a trei binoame de gradul I.
De exemplu, putem scrie
(x 4+ 2) (x 4+ 3) (z + 5) = 2® + (2 + 3 + 5)2>+
4+ 32425433z +2-3-5= a4 1022 4+ 31z + 30.
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3. Sd considerdm acum cazul general al unui produs
de n binoame de gradul I. Luim dect

Pn(x) = (x-{—th) (x‘l‘az) (x+a3) e (x+an—1) (x+ara)’ (6)

Produsul P,(z) va fi un polinom de gradul n in z, care
se poate scrie in modul urmitor

Py(z) = 2" + Sz 4 Spxn—2 4 Sgan—3 4 ...
cor = Spamh - L Spar S, (7)

Rationind analog ca in exemplele precedente, vom
gisi
t=]

Si=ar+a+a;+ ... +ap+ ... + ana+ a,. (8)

Termenii din §, reprezintd chiar combinirile celor n
elemente a,, a,, as, ..., az, ..., a,_1, a,, luate cite 1. Numérul
3 1
termenilor este C,.

Sy = ma, + ayay - ...+ @, oo F oaaa,. (9)

S, reprezintd suma produselor celor n elemente, luate
cite doud, aceste produse reprezinti combinirile celor

n elemente luate cite doud si numérul termenilor este .
Pentru coeficientul urmiator vom gisi

S3 = a1a,a3 + a1a,a4 + ... + an_sa,._ia, (10)

de unde se vede la fel ci S, reprezinta suma produselor celor
n elemente luate cite trei; aceste produse reprezintd combi-
ndrile celor n elemente luate cite trei, si numéirul termenilor
este C,.

Termenul S,2"— din relatia (7) reprezintd termenul
general de gradul n — k si el se obtine inmul{ind termenii z
din n — %k binoame cu termenii liberi din cele & binoame
rdmase.

Atunci S, va reprezenta suma produselor celor n ele-
mente luate cite k; aceste produse reprezintd deci combini-
rile celor n elemente luate cite & si numd#rul termenilor
este Ck .

In fine S,, care este termenul liber sau termenui inde-
pendent de =z, se va obtine fidcind produsul termenilor
liberi din cele n binoame, adicd

S, = 410505 ... Q. (11)
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Se vede cd S, are un singur termen; considerind numa-
‘rul termenilor egal cu C* avem chiar C} = 1. .
' Si rezumim cele obtinute pentru P, (z). Am gasit

d ‘ P, (z) = (x + a)(x + a) (x + ag) ... (¥ + flk)
codzan ) (@ a,)=2" 4 S;a" T 4 S 2 - Sy 34,1 (12)
; e SR L+ S 4 S,

unde )
are C, termeni

are C? termeni

are C? termeni
e {13)

, b i
Sy =y @y e are Ck termeni

are C" termeni.

BINOMUL LUI NEWTON

4. in produsul P,(x) sd facem acum ipoteza cd toti
termenii liberi devin egali intre ei, adica

a, = a. (14)
In acest caz, partea stingd din relatia (12) devine
P (z)=(z+a)(z+a)(z+a)...(x+a) ... (z+a) = (z+a)". (15)

de n ori

alzdz——-(la:...:ah:-°~:=an-l=

Ca si gisim ce devine partea dreaptd, aflam mai intii

ce devin coeficientii Sy, Sy, 83, oy Sy vy Sue »
Pentru aceasta vom urmdri egalitatile din relatia (13)
Si=a +a + ...+ a de () ori,dect S;=Cla (16)

Sy = a¥ 4 a® + ... + a* de C% ori, decl Sy= Cja® (17)

- Sy = a’ 4+ @3 4 ... + a® de C3 ori, decl Sy3= C}a® (18)

! - R .....»..-.'-.-.-oo-.’.--o.......-.v.....‘...
b S, = a* + a* 4 ... + a* de C} ori, deci 8, = Cka* (19)

....... e s e s
R R I I I A B RN A B ST B . .

S, = a" de C7 ori, deci S, = Cia". (20)
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Atunci partea dreapté din relatia (12) devine
P, (z) = 2" + Clax"™ 4 Cla?2""2 4 C3a32™® 4 ...
v Chakx™™ . 4 C'la™ g - Cha”. (21)

Reunind rezultatele pentru partea stinga din relatia (15)
i partea dreaptd din relatia (21), gésim formula

(x +a)* = 2"+ C}Iaxn 1 C’a2 "2 C3a,3x -3 + 929
+ Cl ahx ~h + + C:;'l n- 1x + CQ ( )

Dacd in aceastd dezvoltare inlocuim combinirile cu
valorile lor, avem
(n — 1)

a2a"-2
a’x
12 +

(x + a)" = 2" + — ax'1+

+n(n—- 1)(n 2) a3 4 ... ("_1)(’1_2)“‘(’l‘k+1)akxﬂﬁa_}_

1.2.3 1-2-3...k
+ ..+ a". (23)
Aceastd formuld se numeste formula binomului lui
Newton sau pe scurt binomul lui Newlon.
Putem deci spune ca prm binomul lui Newton mteleoem

acea formuld cu ajutorul cireia putem dezvolta o putere

intreagd oarecare a unui binom.
Dacd in dezvoltarea binomului lui Newton, datd in (22),

schimbim binomul (2 + a) cu forma (a + b), avem
(@ + b)" = a" + Cla" b + C2a™2h2 + C3a"™3b% + .
.+ Cha™hph + . 4 CPO™. (24)

In aceastd formulX, daci punem — b in locul lui b,
ob{inem

(@ —b)"=a" + Cha™(— b) + C2a"2(— b)?+ C3a"3(— b)3 -
vo = CRa"R (= b)Y L+ C(— b)™,
Fiacind toate calculele, gésim dezvoltarea lui (¢ — b)*
(@ —b)" = a" — Cha" b + C2a" 22 — C3a™3b% + ...
..+ (——1)"Cﬁa""‘b" + o (=", (25)
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Si scriem expresiile lui (@ 4+ )" i (@ — b)", pentru citeva

valori ale lui n.

Pentru n = 2 §i n = 3 avem

(a + b)®2 = a® + 2ab + b?
(@ — b)? = a® — 2ab + b® (26)

(@ + b)* = a® + 3a%b + 3ab® 4 b3 @7)
(@ — b)® = a® — 3a%b + 3ab® — b®

Pentru n = 6 vom gési
(@ + b)® = a® 4+ Cla’h + C%a*h? + Cia®b® + Cia?l* +
+ C3ab® + C8S.
Valorile coeficientilor sint
Ci=% =6;C2=%3=15; C3=13%71= 20
C4 = C% = 15 (fiind combindri complementare)
C; = C, = 6 (fiind tot combindri complementarc)
Cé =

Atunci vom avea

(a4 0)° = a*4- 60 + 15640+ 200" + 1502+ 6ab+ b7 (28)

Sa se calculeze in mod analog (a + b)* si (a + b)5.

APLICATII

I) Si se calculeze (3x + 2y)%

Avem
Bz + 2y)* = (32)* + 4(32)*- (2y) + 6(32)*(2y)* +
+ 4(32)(2y)* + (2y)* = 8la* + 4(272%)2y + 6(92%) (4y®) +
+ 4(37)(8y®) ++6y* = 8lat 4 216x%y 4 2162%y% +
+ 96zxy® + 16y,




IT) S& se calculeze (2z — |/3y)°.
Avem .
(V22 — V3y)* = (V22)* —6(V22)° (V3y) + 15(V22)* (V39)* —
—20(V22)* (V8y)* + 15 (122)* (V3p)* — 6 (V22) (V3p)° +
+ (139"
~Efectuind toate calculele, obtinem
(V22 — V3y)° = 8a® — 2422 VBay + 18022y — 1200y |6ay -
+ 2702y — 54y |Bay + 27y,

care se mai poate scrie gi sub forma urméitoare

— (242? 4 120xy -+ 54}/2)V@‘:l/~.
III) S& se calculeze expresia
E=({z+ Vo) + 1z —Vy)-
Vom calcula in prealabil expresia
Iy = (a + b)® + (a — b)®; avem
(@ + 0)° = a® + ba*h + 10a3h* + 104263 - Hab* - 1°
(@ — b)® = a® — ba*h 4 10a30% — 10a2h3 + Habt — 1®
Ly = (a 4+ 0)° + (a—b)®> = 2(a® + 10a30® + Habt) =
= 2a(a* + 104202 + Hb%),

_ Punind acum Vz in locul lui asi Jy in locul lui 6, vom
gaSI

£ =2Va[(V2)' + 10 (V2)* (Vy)* + 5 (Vy)'] =
= 2}z (a® + 102y + 5y2).
Deci putem scrie
E=z+ 1y +Vz =1yl =2+ 102y 4 559 |z
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PROPRIETATILE BINOMULUI LUI NEWTON

5. Scriem binomul lui Newton, luind nu numai citiva
termeni de la inceput si citiva termeni de la sfirgit ci, pe

_ lingd termenul general si pe cel dinaintea lui, si pe cel care
fi urmeazi

~

(Cl + b)n e an + C:‘a’n-lb + Cian-2b2 + C::‘an‘gb;;_{_ ..
e + Cﬁ'la"‘]‘“b"'l + Cza"_kbk 4+ C[:}'l—la’n—h-lbk-}l + (1)
+ o+ O A Ol - CBT

Termenul Cka" bk din aceastd dezvoltare se numeste
termenul de rangul & 4+ 1“ si se noteazd cu 7.

El se mai numeste termenul general fiindcid dind valori
£ - lui k de la 0 pind la n, regdsim toli termenii dezvoltarii.
S S# trecem acum la aritarea proprietdtilor principale
F 72 ale binomului lui Newton.

' 1. (Referitor la numdrul termenilor.)
Numdrul tuturor termenilor dezvoltdrii este egal cu expo-
. nentul puterti binomului plus 1, adicd n 4 1.
o Intr-adevidr, avem cite un termen pentru fiecare putere
‘ a lui @, ceea ce face n termeni si in plus un termen, ulti-
mul, b", care nu contine pe a.

In acest caz,

dacd n este cu sof, dezvoltarea are un numdr fdrd sot de

terment ;

daca n este fdrd sot, dezvoltarea are un numdr cu sof de

terment;

I1. (Referitor la exponentii lui a si b.)

Ezxponentiv lui a merg descrescind cu cite o unitate, expo-
nentit lui b merg crescind tot cu cite o unitate, iar suma expo-
nentilor la fiecare termen este egald cu n (exponentul puterii
binomului), astfel cd dezvoltarea ne dd un polinom omogen
de gradul n in a g1 b.

Coeficientii dezvoltirii CL, C%, ..., Ct, ..., C7 se numese

- coeficientt binomiali.
- L. S& luam formula (1) si s# examindm ecoeficientii

dezvoltarii. Primul termen a™ are coeficientul 1.

Ultimul termen C}b" are coeficientul () = 1, deci ter-
menii extremi au coeficientii egali cu 1.

Al doilea termen de la inceput Cla""'b are coeficien-
tul C}, al doilea termen de la sfirgit are coeficientul 77,
dar C! = C™1 fitnd combindri complementare.
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La fel al treilea termen de la inceput C2a™"2b2 are coefi-
cientul €2, iar al treilea termen de la sfirgit C)~2a2b"2
are coeficientul egal cu €72, dar C% = C"2fiind de asemenea
combindri complementare, si tot asa mai departe.

Deci putem conchide:

Coeficientit termenilor echidistanti de extremi sint egali
intre et, pe baza egalitdlii combindrilor complementare.

6. Coeficientit dezvoltdriv se pot deduce succesiv, unul
din altul, dupd o lege foarte simpld. p

Ludm din dezvoltarea binomului (a -+ 5)", dupd rela-
tia (1), termenul general T,,, = Cka"*b" si termenul ur-
mitor T, = Ck*la" % 1pr*1 si calculdm coeficientii aces-
tor doi termeni, pe Ck si Ci*L

Gisim
Ch — Ay _n(n—1)(n—2) ..(n—k+1)
" Py 1-2-3 ...k
chﬂ:_E=n(n—1)(n—2)...(n—k+1)(n—k)=
* Py, 1-2:3 . k(k+ 1)
— n(n—1)(n—2)...(n—k+1).n-—k=Ch.n—k.
1-2-3 ..k k41 ®ok41

Am gisit deci formula

n—k
k+ 1

=0y (2)

S& interpretdm aceastd formuld. .Din ea putem deduce
cdi, pentru a calcula pe Ck*! (coeficientul termenului 7,,,),
luam C% (coeficientul termenului 7,,, adicd al terme-
nului precedent) si-1 inmultim cu n — k, care este expo-
nentul lui ¢ din T,,,, iar produsul il impértim cu £ + 1,
care este chiar rangul lui T7,,.

Atunci, pe baza interpretdrii date formulei (2), putem
da urmitoarea reguld pentru deducerea succesivd a coefici-
entilor:

Coeficientul unui termen oarecare este egal cu coeficientul
termenulut precedent, inmullit cu exponentul lui a din acel
termen st impdrtit cu rangul acelui termen.

Regula este foarte importantd, pentru ci ea ne di mij-
locul de a dezvolta ugor o putere intreagi oarecare a unui
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“binom, calculind termenii unul dupd altul, nemaiavind

nevoie sd calculim coeficientii sub form& de combindri.
Cu ajutorul acestei reguli putem da si legea de trecere
de la un termen la urméitorul, nu numai de la un coeficient
la urmétorul.
_ Putem gasi usor formula

) b
Tyoo =Ty — - - 3

In sfirgit, dupid ce am stabilit formula binomului lui
Newton si am studiat proprietitile lui, putem da urmitoarea
regula:

Puterea a n-a a unui binom este o suma de n 4 1 ter-
meni, in care fiecare termen este un produs de trei factori,
§1 anume:

- — prumul factor, numit coeficient binomial, este o combi-
nare avind ca indice inferior exponentul n al puterii, iar ca
indice superior rangul termenului micsorat cu o unitate;

— al dotlea factor este primul termen al binomului la o
putere egald cu diferenta dintre indicele inferior si cel su-
perior al coeficientului binomial;

— al treilea factor este termenul al doilea al binomului la
o putere egald cu indicele superior al coeficientului bi-
nomial.

APLICATIE

S& se calculeze (a -+ b)°.
Calculind coeficientii, se va gasi

(@ 4+ b)® = a® + 9a®b + 36a7b? 4 84ah® I+ 126a5b4 +
+ 126a%b° + 84a%b® -+ 36a2b” -+ 9ab® + b,

unde T, =a°; T, = Cla®b = 9a®b;
Ty =T, 222 — 9452 2 — 364702,
14+1a 2 a
T, =36a7b2. 2= 22 _ 840803,
2+ 1a
Ty =84a%%. 2= 3. 2 _ 1964501 ete.
34+1 a




7. Suma coeficientilor binomului. Si reludm dezvol-
tarea binomului (¢ + b)";

@+ b =a* 4+ Cla"h + Ca™2p2 - ... ,
.. Cﬂ;a”'"b" 4+ o+ C:ibn (4)

In aceastd formuld si punem ¢ =1, b =1, si obtinem
2% =1 +C+C2 4 C 4 os +C 4. +C de unde

scoatem

CL 4 C2 4-C 4., fCr =2 —1 (5)

Deci: suma combindrilor a n obiecte luate cite 1, cite 2,
cite 3, ..., cile n, este egald cu 2" — 1.

De exemplu
ClH-CH+ GO+ G5+ 07 =2"—1 =128 — 1 =127.
Dacd in formula (4) punem a = +1, b = —1, vom gisi
0 =1—Cl +C— € 4 eos (=D s (= 1)°C)

de unde scoatem

Ch4C8 +C5 4o =1+ 2 C+ 5+ .| (0)

Deci: suma combindrilor ce se pot face din n obiecte luale
in numdr fdrd sot, este mai mare cu o unitale decit suma
contbindrilor aceloragi obiecle luate in numdr cu sof.

Problemada. Sa se verifice formulele (5) st (6) in
cazul combindrilor de 8 obiecte.

8. In formula (6) avem o legiturd intre suma combi-
ndrilor de n obiecte luate in numdr fdard sot st suma combi-
ndrilor acelorasi obiecte luate in numdr cu sof.

Dar nu cunoastem valoarea nici uneia din aceste sume.

Pentru ca si putem afla aceste sume, notim

o =Cl, +C' 15 4 .. (7)
B=C 4 C 4 C . )
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Relatiile (5) si (6) ne mai dau

« +f=2"—1 ("
o —B =1, (6"
Din (5°) §1 (6') scoatem
20 =2", de unde « = 2—;' = 2"

28 =2" — 2, de unde B = M=z 21 g,

2
“

Atunci putem scrie

« =C, +C3 +C5 4 ... =2 )
B=0C% fC 4 C 4. =201 — 1, (10)

9. Binomu!l lui Newton, scris sub altda formd. Sd reluiim din
nou binomul Tui Newton. din relatia (4

i e 2 mapu [
(@ - b)Y == at - Craniy + Chan=20% 4 . 4 Cla™heh 4 L.

B T S N oM (4)
Termenul de rangul & 4 1 din aceastd dezvoltare
Thyy = Cran-hph (11)

am vizul c¢i se numeste termenu! general al dezvollirii.
Atunci binomul lui Newton (a <4 b)" se mai poate scrie si sub
urmitoarca formad restrinsd (formé de sumi)

n
(@ o)t = D' Clan=ivh, (12
k=0
cu conditia €% = 1.
Aceaslit formd se mai poale scrie si asifel

n

nl
(a4 b = ,ZU _}(_!,_(_;l__ Y a=hph, (127)

.

IForma a doua (12°), a lui (a 4 b)", care s-ar putea numi si forma
factoriald a binomului, se mai poate pune si sub alti formi

78] P
R ) 127,
181

cu conditia s avem o - [ = n.




SUMA PUTERILOR ASEMENEA ALE PRIMELOR
+ NUMERE NATURALL - Co

10. Ne propunem sa gdsun sumele urmatoare:

S, =1 +2 +3 4+ ... +n, adici ~suma primelor n
numere naturale;

S, =12 + 2% + 3% + ... 4+ n?, adicd suma pdtratelor
primelor n numere naturale; ) . ‘

Sy =13 + 23 4 3% 4 ... 4 n?, adicd suma cuburilor pri-
melor n numere naturale;

S, =1 +2% +3* + ... 4+ nt, adicd suma bipdl{'alelor
primelor n numere naturale, si, in general, )

S, =1k 428 3% 4+ ... 4 nk, adicd suma puterilor k
ale primelor n numere naturale.

i1. Pentru S, folosim formula care di-suma termenilor
unei progresii aritmetice si avem imediat

(1

Pentru S, vom folosi identitatea
(k +1) =K% 4 3k + 3k +-1.

Vom pune in aceastd identitate, in locul lui k, rind pe
rind 1,2, 3, ..., n — 1, n si vom gasi

28 =1% +3.12 +3.1 41

3P =28 +3.22 4+3-2 +1

43 =3 3.3 +3.3 +1
n=m-—13%+3rn—124+3m—-1) +1
(n +1)® =n® +3n% +3n + 1.

Adunind aceste relatii, gdsim, dupd ce reducem ter-
menii asemenea,

(n41)2=143(124+22+32+ ... +nr?) +
+3(14+243+... +n)+n-d
(n +102 =1 +35, +35, +n
38, =(n +12 =38 — (n +1).
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Aceasta este o formuld de recurentii care ne di valoarea
lui §; in functie de S,.

Inlocuind mai sus pe S, =

'L";i) si efectuind toate

calculele, gasim

S, — n{n -+ 1)(2n + 1)
2T T (IT)

12. Pentru a afla pe S, plecim de la identitatea
(b +1)% =k* + 413 + 6k 4 4k 4+ 1.

Vom pune si aici, in locul lui %, rind pe rind 1, 2, 3,
4, ...,n —1,n si vom gisi
20 = 1% +4.1% +-6.12 L 4.1 -1
3 =24 +4.28 1-6.22 4.2 11
4% =34 +4.33°16.32 4.3 +-1
nt =n—1"+4n—13+6(n—1)2+4(n—1)+1
(n+1)r=n*+4nr3 4+ 6024 4n+1.

Adundm aceste relatii si, dupd ce reducem termenii
asemenea, gasim

(n+1)t=1+4+48S,+6S5S,+4S5,+n
4Sg=(n+1)* — 65, — 4S5, — (n41).

Aceasta este o formuld de recurenti, care ne di valoarea
lui S; in functie de S, si S,.

Inlocuind pe §; si S, cu valorile lor, vom gisi dupa
efectuarea tuturor caleulelor

S;— n? (n4-1)?|

4

(11)

Expresia lui §, se mai poate scrie
172 - -
S, = [ﬁ.(_":i‘_,)] dar '—l—‘igif—ﬂ = S,




decl mai avem

| S5 = (5" ] (1)
13. In general, pentru a afla pe Sk, adicd
Sy =A% 4 2 4 I Rl

vom pleca de la identitatea

1) (p + 1)I{+1= ph+1+ C’1£+1pk+ 0123-1«11)’;._1 + (/'v;::-'rll)’;—?_*—
+ oo+ Chiap + Cilr.
Vom pune in aceastd identitate, in locul lui p, rind
pe rind valorile 1,2, 3,...,n — 1, n §i vom obtine
2k+1: 1 + (/7/1;,].1' 1}( + (;:;.4)”‘ . 1’1-—1 '+ C;:,;1’ 1/;-‘_’ 'E— .
o+ Cln - 14 G
SR (S N S S, SR e S PN o ST
o+ Clipr » 2 4+ CiTd
A= 3 Gl o 80 Gl BT Rl 3T
e 4 Clyr + 3+ Gl
P = =1 4 Chp(p — D+ Ciya (e =D 4
4 Chip(n =1 e b Cha(p — 1) + G
(n+ 1" =" Chpn® O™ Gl 4
o + Chin + Cii5.

Adunind aceste relatii si fdcind reducerile termenilor
asemenea, avem

(n 4+ 1) =1 4 Chyre Sp+ Ciot +Simi + Ciiyr o Spa -t ...
oo 4+ Chiy » 8; 4 n.

Aceasta este o lormuld de recurenld care ne di va-
loarea lui &, in lunctie de toate sumele anterioare, adici
de Sl’ Sz: S:;: feny Shts
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Pentru k& = 4, de exemplu, vom gisi
(41 =14 C5-5, + €3-8, + €3 S, + C4-S,+n,

care va [i formula de recurentd pentru §,.
Dacd inlocuim aici pe S, S,si S, cu valorile lor, se
gaseste

' g _nlnt1)n 1) (302 + 30 — 1)
L=

30

(IV)

REZUMAT ASUPRA BINOMULUI LUI NEWTON

I[LFormula binomului lui Newton

(a+0)" =a" + CV T hHCLa T O T | )
+ C;’(,all-—/l b/e + " ‘|‘ C:~1 abn -1 _{, CZ bn ‘

Il. Dezvoltarea lui (a — #)" diferd de dezvoltarea prece-
dentd prin accea cd termenii sint alternativ 4 (plus)
st — (minus).

HI. Expresia termenului general

Tk+1 — C‘II‘L an-—k bk I (IB)
1V. Formula binomului sub formia de sumi
(@b = Cha™ ™ bt (ITLy)
k=0
sau ‘
n S _,_____’1!___‘_ n—k 3k

(@t 0 = D @ (I11,)

sau ined |

1
(a+b)"=2_"i'ﬁ-'a« e , (111,)
ol !

cu conditia sid avem « 4 B = n.



V. Formule de analizi combinatorie, demonstrate cu
pjutorul binomului lui Newton

|d+d+d+m+%=?—1l (v,
CL+CHChp =2 | (IV,)
ICi+C#+cﬁ+“.=2”4—1| (IV,)

VI. Formule pentru sumele puterilor asemenea ale
primelor n numere naturale

Sy =1+2+3+..n="20F0 V)

nin 4+ 1) (20 + 1) |
6

lg=ﬁ+%+%+m+ﬂ= (Va)

N N 2(n 2
!Sf=P+2%+$+"u+ﬂ=—lfﬁl=(&V (V)

APLICATII LA BINOMUL LUI NEWTON
PROBLEME REZOLVATE

1. Probleme in care se cere mai intii aflarea rangului k.
Ezemplu: Si se giseascd rangul termenului din

3 — 2 _)12 . 7
dezvoltarea |{— P/ g2 4 = ) care contine pe a’.
9 l/d + 3 l/a 4
Probleme de felul acesta ne conduc la ecuafii exponen-

fiale. -
" Scriem termenul general al dezvoltirii

4 12—/ 9 \ k . o
Tpp1 = Cho (_:_ 13/55’ l(g l/a) ; trebuie si ne dea a’.
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La inceput neglijaim toti coeficientii, pistrind numai
factorii in a, astfel c¢d vom avea ecuaiia exponentiald
3/ —3\12—k (/T \k o <
(7 a®)*" (Va)*= a7, care rezolvatd ne di k = 6.

Verificare:

y 3383,35\° /2y \86 36 g, —— 96,
J— 6 el 2 = —_ 12 [
T7——-(/12(2 l/a) (3 Va) = ]22—6[/@ . 3—61/(1 =
= C%a* a® = C8 a’.

2. Probleme in care se cere intii aflarea exponentuluin.
Exemplu: Sase gdseasca termenul al 13-lea al dez-

e e . 1 \n . .. L.
voltarii binomului (91‘ —-—3:) , cunoscind coeficientul bino-
3x

mial al termenului al 3-lea al dezvoltdrii, egal cu 105.
Coeficientul termenului al treilea este C;“),, dec1 scriem

=105
pln =1 _ 405,
1.2
care rezolvatd ne di: n; = 15; ny, = — 14.

I acceptabild numai r#d&cina pozitivd, deci luim
n = 15.

L. ] 1)1, N
Atunci binomul este (9:12 —»—3:) $1, intrucit se cere ter-
x

menul al 13-lea, avem T 41 = Ty,, decik + 1 = 13 sau k=12.

Vom avea atunci

Tmzy_WLQﬂ%PF%”=cgn%&fim=

V32 Viieane

1514 +13 . 2 1 455

= 121 . 729 23. — 5.7.43. 729 1 _ 455
1.2.3 36 26 729 a3 C 28

3. Probleme in care se cere aflarea unor necunoscute

‘care figureazd fie in corpul binomului, fie in exponent.

Exemplu: Sd& se determine caloarea lui z din

15/?; x+1

8
= + a l/ax—l) asa incit termenul al 4-lea sd

fie egal cu 56a%°,

expresia (



Vom scrie termenul al 4-lea al dezvoltirii Ty = T\,
deci £ = 3.

5 xlt -3
T, = ( Vat ) (a ]/a‘~') = 56a%°,
V ax—-l

Rezulti o ecuatie exponentiald, care rezolvatd ne da
2, =2; 2, = — 5.

Verificiam radidcina z = 2.

E = (m @ \/;3“6-1) =(‘{Z + \/Zz;)s.

Binomul este £ = (Ka—-—]— a [/a) care se mai poate scrie

a®

Calculdm termenul al 4-lea

15
i 3 (10 —\8  8.7.61) = Lo
T,= C‘(\/a“’ (\/a“) :I—;-— Vat’- at = 564" at =
5 n
= 56a? at = 56a* = 56a%%,

4. Probleme cu sume sau produse de binoame.

Exemplu: Se di polinomul
P(z) = r(2 —32)% + 2% (1 + 22%)7 — a* (3 + 227)°.

SG se determine coeficientul lut 2° din acest polinom,
dupa efectuarea tuturor opfratulor indicate.

Din (2 —3x)® va trebui si caleulim termenul in «
al dezvoltirii (2 --3x)3, pe care si-1 notdm cu a. Din (14-222%)7
trebuie sd calculdm Lermenul care contine z*, fie el b. Din
(22® + 3)3 trebuie sa calculdm termenul care cont;me pe x,
fie el c.
a=(—1*CLH2) (Bx)t = C§- 2 8la*
b= Ci+ 222 =T 22 = 142?
¢ = 0.

Deci coeficientul lui 2% din polinomul P(z) va fi 824,

4

- 81 2% = 810a?
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EXERCITII $1 PROBLEME PROPUSE
ASUPRA BINOMULUI LUI NEWTON

Si se dezvolte binoamele
L (22 —a)f; (a + Vo)
2. (Va + 10)% 13z + V2y)’

6
3. (V1+ L)) L (P —4)a).
b a
4. Sd se calculeze sumele gi diferentele urmitoare

s3 = (@ + b)% + (a — b)?, dy = (a + b)? — (a — b)?;

s3 = (a + 0)® + (¢ — D)}, dy = (a + b)® — (a — D)®;

sg=(a+ 0)'+ (a —b)*, dy=(a+ b)* —(a —b)*;
in general in general

sp=1(a+ " + (a —b)", d, = (a + b)" —(a —b)™

5. Sa se calculeze urmétoarele puteri

997 — (100 — 1)7; 1025 — (100 + 2)5;
1,027 = (1 + 725)7; (0,999)5 — (1 — 0,001)5.

6. Si se afle
a) termenul al 4-lea din dezvoltarea binomului (a - 3)7;
b) termenul al 6-lea din dezvoltarea binomului (a2 53%)13;
~¢) termenul din mijloc din dezvoltarea binomului
(Ja — l/b )B .
7. Sa se afle _
a) cei doi termeni din mijloc din dezvoltarea binomului

(17a —P/6)"s

b) cei doi termeni din mijloc din dezvoltarea binomului

(Va —221/2)";
¢) termenul al 5-lea din dezvoltarea binomului

(272 1)
) 11 3
8. Si se afle

a) termenul din dezvoltarea binomului (z - 7)? care
contine pe z7;

b) telmenul din dezvoltarea binomului (a4 |V a)”
care contine pe a’.
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9. Si se afle

- 13
a) termenul din dezvoltarea binomului (Kh{t«—{— ;—)

care contine pe x%;
[3/1 b b
b) termenul din dezvoltarea binomului (— -+ 4—,_)
b ‘/a:
care contine pe z~'.
10. Si se afle
1

a?

. . . —\ 17
a) termenul din dezvoltarea binomului (—~~— -+ ]4/a3) !

13/_.-
care nu contine pe a;

. . . — | 15
b) termenul din dezvoltarea binomului ([B/a _H:J
a
care nu eontine pe a.
11. S4 se giseascd coeficientul termenului in 227+! din

. 1 \y2n+1
dezvoltarea lui (x + -—) .
z

12. S& se géseascd rangul termenului din dezvoltarea

3 21

a b R . .
(‘/W-]-V—E—.) , in care a si b au puteri egale.

a

13. S& se giiseascd rangurile a trei termeni consecutivi ai
dezvoltirii binomului (@ + 0)?3, ai edror coeficienti formeaz3
o progresie aritmeticd.

14. S& se afle acel termen al dezvoltidrii binomului
(x Vx—{— 13/_‘

xz

tine pe z°, stiind cd suma coeficientilor binomiali este
egald cu 128.

n o . cpe e
) care, dupd efectuarea simplificdrilor, con-

1\n

15. In dezvoltarea binomului (:r 'z + z 2) sd se de-
termine termenul care contine pe 23, stiind c& suma coeficien-
tilor de rang impar ai termenilor dezvoltérii este egald cu 128.

16. Exponentul puterii unui binom este mai mare cu 3
decit al altui binom.

Si se determine acegti exponenti, dacd suma coeficienti-
lor din ambele dezvoltdri este egala cu 144.

: . . . (= 1 n
17. In dezvoltarea binomului (Vx + T—.) , suma co-
x

eficientilor este mai micd cu 240 decit suma coeficien-
tilor din dezvoltarea binomului (a 4 0)*". S§ se giseascd
termenul al 3-lea al primei dezvoltiri.
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18. Si se afle z, y si z, stiind cd termenii al 2-lea,
al 3-lea si al 4-lea ai dezvoltdrii binomului (z -+ y)* sint
respectiv 240, 720 si 1 080.

19. Si se géseascd pentru ce valori ale lui z, diferenta
dintre termenul al 4-lea si al 6-lea din dezvoltarea binomului

J— —\ 1

16
HX
—1\#;— + V32| este egald cu 56, daci se stie cd exponentul
Vs V¥

binomului, n, este mai mic cu 20 decit coeficientul binomial
al termenului al 3-lea al dezvoltarii.

20. Sa se gaseascd pentru ce valori ale lui 2, suma dintre
termenul al 3-lea si al H-lea din dezvoltarea binomului

5% _,1_ n
(" + =)
tilor ultimilor trei termeni este egald cu 22.

21. Si se determine coeficientul lui z® din produsul
urmatoarelor dezvoltari

1+ 27 -1 — a2

este egald cu 135, dacd suma coeficien-

22. S& se giseascd coeficientul lui 2% in expresia
Plx)y=2 (1 —2x)* + 221 + 22)® + 23 (1 + 3x)12

fara sd se scrie termenii de prisos.
23. Sa se gaseascd coeficientul lui z® in expresia

Pzy=01+z22+A+2+ 1+ 28+ ..+ (1 + 2)5,
24. In dezvoltarea expresiei
Py=1+00+2)+ @+ 2+ ... -1+ 2)0

sd se gaseascd termenul care contine pe z*,
25. Si se verifice identitatile

1 vl 1
Cln+n == (/m + Cn
2 2 1 1 2
m+n — Cm + Can + Cn

Coin=Con + CoCr + ChC2 + C3

Se s s s s e s s s s e s e s e s 00 s e s o0

Cmin = Ch + CY7'Cr 4 CE7°CE + ... + Ch.




26. Si se demonstreze identitatea

(@ 4+ a)" — (& + D" + Co [(z + @)"1b — (z + b)"~td] +
Ch l(z + @%b — (z + b)"~2a?] + ... +
+ O @ @b — (@ bant] B — et = 0.

27. Dacd ay, a,, a, si a, sint coeficienli consecutivi in
dezvoltarea lui (1 + z)”, atunci avem

a, a _ 2ay

a | ay ag - ay a, -+ a3

28. Si se demonstreze identitatile

a) Ch + Choyi + Chys + oo + Z+’z = C::ji%—l
b) Co—Crh+ Co 4 oo+ (=1 O = (=D CFy

29. Si se giseascd termenii rationali ai dezvoltdrii din
binoamele urmitoare:
p > z 5\8

a) (Vz+ Va) b) (V5 — V2).

30. Sa se determine m intreg pozmlv astfel ca termenul
al 10-lea din dezvoltarea (3 + m)"‘ si fie cel mai mare.
31. In dezvoltarea (x +14 —) sil se ia termenul liber,
x

fard sd se scrie termenii care contin pe .
32. S& se descompund in factori expresia

E (a, b) = (a + b)" —a® — 17,
33. S& se simplifice raclia
oo L@y b (22— )t ey
(@ + y2) + (2% — y7)® + Q2ay)
34. S¥ se calculeze “suma
E — 1.3 + 2.4 4 3.5 4 46 4+ ...

-on(n - 2) .

Civa
35. Si se calculeze suma
o Pt z3 e A T L S L
12122 L8 Lt on? 4
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36. Si se demonstreze urmitoarea formuld generala

(k1) 5, 4+ Bk s g G ORE=D g
+k+ 1S+ Sy = (r + Dt — 1,

37. Intr-un magazin »Alimentara®, cutiile de conserve
sint stivuite in formd de piramidi cu baw pitratd. Facin-
du-se inventarul, trebuie numirate cutiile din stivi. Si se
indice un mijloc simplu de a afla numéarul cutiilor de con-
serve.

Aplicatie: Cite cutii sint in 6 stive care au latu-
rile bazei respectiv de 5 cutii, 6 cutii, 7 cutii, 8 cutii,
9 cutii g1 10 cutii?

METODA INDUCTIEI MATEMATICE

1. Din punct de vedere al cantititii (adicd in functie de
numirul obiectelor la care se referi), judecitile se unpart in:
singulare sau particulare i universale. Vom da mai jos citeva
exemple de judecdti universale si, alituri de cle, judecata
singulard corespunzdtoare.

Judecata singulard

Judecata universala <
¢ corespunzitoare

1) Toti elevii care au trecut 1) ITonel a trecut cu succes
examenul de maturitate se pot | examenul de maturitate, el se
prezenta la examenul de ad- | poate prezenta la examenul de
milere in inviitdmintul superior. | admitere in invitimintul su-
. erior.

2) Toate numerele care se P 2) 300 este divizibil cu 25.
termind cu doud zerouri sint
divizibile cu 251

) Intr-un paralelogram, la- 3) B c
turlle opuse sint egale doud citle
doui, A D

Dreptunghiul ABCD este
paralelogram, deci laturile opu-

se sint egale doundl cite doui,
A = CD si AD = BC.

2. Trecerea de la judecatile universale la cele particulare
sau la cele singulare se nomeste deductie.
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De exemplu

1) Toate numerele care se termind cu doui zerouri sint
divizibile cu 25.

Miile se termind cu doud zerouri.

Miile sint divizibile cu 25.

2) Toate numerele care se termind cu doud zerouri sint
divizibile cu 25.

800 se termind cu doud zerouri.

800 este divizibil ea 2.

In aceste cazuri putem spune cid pe baza judecdtii univer-
sale am dedus judecata particulard, respectiv pe cea singulara.

Invers, trecerea de la judecdtile particulare la cele uni-
versale se numeste inductie.

3. Inductia insd poate sd ducd atit la concluzii adevarate,
cit si la concluzit fals .

Vom ilustra aceastd afirmatie prin 2 exemple.

1) Numairul 258 este divi- 1) Numdrul 459 este divi-

zibil cu 3. zibil cu 3
2) Suma cifrelor numaru- | 2) Numdrul 459 are ultima
lui 258,2 + 5 4 8=15, cifra 9.

este divizibila cu 3.
3) Toate numerele care au 3) Toate numerele care au
suma cifrelor divizibild ultima cifra  divizibila
cu 3 sint divizibile cu 3 sint divizibile
cu 3. cu 3.
In acest caz din cazu- In acest caz, la fel din
rile particulare 1) si 2) cazurile  particulare 1)
am obtinut concluzia ge- si 2), am obtinut con-

nerald 3). cluzia generald 3).
Concluzia 3) este ade- Concluzia 3) este  insd
virata. falsA.

Constatdm, prin urmare, ¢, prin folosirea inductiei,
intr-un caz am ajuns la o concluzie adevdratd, pe cind in
alt caz am ajuns la o concluzie falsd.

Trebuie sd examinidm atunci, in cele ce urmeaza, modul
cum trebuie sd aplicdm metoda inductiei, pentru a ajunge
numai la concluzit adevdrate.

in algebra elementard, la studiul progresiilor aritmetice
§i geometrice, s-a giisit exprema termenului general a,, res-
pectiv b, si anume

a, =a, + (n —1)r
b" —_ b] . qn—l.

ta progrestile aritmetice,
la progresiile geomelrice.

Sé recapitulim putin modul cum au fost deduse aceste
formule, bazindu-ne evident, atit la progresiile aritmetice
cit gi la cele geometrice, pe definitia progresiilor respective.

La progrestiile La progrestile

aritmetice geometrice
Termenul al doilea ay=a,+r by=b, -
” » treilea az=a,+r=a,+2r;bs=b,-g=b, ¢*
” ” PatPUIea a4:a3+r:al+3r;b4:b3 q:bl '(13
Termenul al 25 lea ans;a.l—l.—'2.4.r. R b25=bl . 'q.z"‘. .
Termenul al n-lea a, = al. .—9—.(n —.ﬁ.r. . )n — .b;:'q"‘l

Constatdm atunci, in aceste doud cazuri, cd dupd ce
am dedus expresia pentru termenii al doilea, al treilea
si al patrulea am tras concluzia cd acea reguld este valabild
si in cazul :eneral.

Defectul acestei demonstratii constd in aceea ci: pe
baza citorva cazuri particulare am tras concluziv generale.

Rationamentul fdacut in cazul acesta se numeste inductie
incomplela.

4. Inductia incompletd ne face de multe ori si preve-
dem reguli generale, dar ele trebuie demonstrate, pentru
cd aceste prevederi ne pot duce uneori la concluzii false.

In cele de mai jos, vom da citeva exemple.

Exemplul I. Daci seia expresia
E(n) =n%+n -+ 41
si punem in locul lui » numerele 0,1,2,3,... etc., con-
statdm urmatoarele: .

E( 0)= 41 numair prim Am putea crede in acest caz ci

E( 1)= 43 » » expresia [(n) ne va da un numdr
E( 2)= 47 » » prim pentru orice valoare a lui n,
E( 3)= 53 ” » cu atit mai mult cd, dacid am con-
E( 4)= 61 ” , tinua cu incercdrile, am gisi nume-
E(5)=T7 " » re prime si mai departe pind la
E( 6)= 3 ”» ”» n = 39'

E(T)=97 , , Insi pentru n =40 se giseste
E(8)=113 » E(40) = 412, care nu mai este
E(9)=131 ” ,» humdr prim.

E(10)=151 » »
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Deci, in acest exemplu, daci pe baza citorva cazuri
particulare (in cazul nostru chiar destul de multe: 39)
am fi tras o concluzie generald, ea ar fi fost falsd.

Ezemplul Il Fermat a facut presupunerca cd nu-

n .
merele de forma 2° + 1, unde n este un numadr intreg pozi-
tiv, sint numere prime. Intr-adevir pentru

n=0 avem 92 41 =2+ 1 =2+1=3 numdr prin
n—:iavem22]+1=22+1::4+1=5 n
n=2 avem 222 Ll =24+ 1 =16+ 1 =17 numar prim
n=3 avem 2% 41 =284 1 =256 +1 =257 , .
n=4 avem 224 1 = 216 - 1 = 65 537 tot numdr prim.

S-a crezut atunci cd presupunerea lui Fermat este justa.
Fuler insi a dat un exemplu care dezminte aceasti
aflirmatie, si anume pentru n = 5 s-a gésit

92 {1 = 232 . | = 4 204 967 207 = 641 x 6 700 417,

deci nu este numar prim.
Ulterior s-a mai gisit, dupd calcule foarte lungi, ci

expresia lui Fermat: 22" + 1 d& numere neprime si pentru
altevalorialeluinca:n =6, 7,8,9,11, 12, 18, 23, 36,38,73.

Exemplul Ill. Un exemplu si mai elocvent, carc
ilustreazii si mai convingdtor netemeinicia  concluziilor
trase cu ajutorul inductier incomplete, a fost dat de mate-
maticianul polonez Serpinski.

El a considerat numdarul 991 n® 4 1 care da pétrate ne-
perlecte pentru foarte multe valori intregi puse in locul lui n.

Cea mai micd valoare a lui r, pentru care 991 n? 4 1
dd pitrat perfect, este un numér format din nu mai putin
decit 29 de cifre.

5. Aceste citeva exemple sint suficiente ca sd ne con-
vingi de greseala pe care o comitem cind tragem o concluzie
cu ajutorul inductiei incomplete.

O proprietate, o relatie sau o formuld care depinde
de numirul natural n si care a fost gdsitd ca justd si vala-
bild chiar pentru foarte multe numere din sirul natural
al numerelor, nu poate fi totusi generalizata, adicd nu
putem scoate concluzia ci ea este valabild si in cazul gene-
ral, sau ci este adevdratd pentru orice numir din girul
natural al numerelor.
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Dar atunci, imediat se punc intrebarea: ce-i de ficut?
Ce trebuie sd facem ca sd putem demonstra cii o proprietate
gisitd valabild in citeva cazuri particulare este valabili
si in cazul general?

Problema verificdrii directe nu e suficientd, pentru
cd pe linga faptul cd ea se poate face numai intr-un numir
redus de cazuri, dar oricite verificiri s-ar face, ele nu se
termind niciodald, cdci sirul numerelor naturale este infinit.

Urmeazd cd pe calea verificdrii nu putem ajunge la un
reznltat concludent si, pe calea acecasta, caracterul general
al proprietdtii verificate tot n-a fost demonstrat.

Rdmine atunci o altd cale.

Pentru a demonstra cd o proprietate sau o relatie desco-
peritd pe calea inducliei incomplete este valabili si in
cazul gencral, verificarea trebuie completati cu un ratio-
nament complementar.

Acest rationament constd in a dovedi cd dacd proprie-
tatea sau relatia stabilitd pe cazuri particulare este vala-
bila pentru un numir carecare n, atunci ea este valabild
si pentru n + 1.

Prin acest procedeu am obtinut metoda inductiei complete
sau, pe scurt, metoda inducliei matematice.

Aceastd ,intregire” nu este o simpld modificare cantita-
tivd, ci este o schimbare calitativd, o abordare intr-un chip
nou, care poate fi consideratd fie o azxiomd a numerelor na-
turale, fie o teoremi dedusd din alte axiome, asupra cirora
nu mai insistdm aci.

Aceastd metodd ne dd posibilitatea unor demonstratii
riguroase din punct de vedere matematic.

Metoda inductiet complete se defineste deci in modul
urmdtor:

Dacd o proprietate suiw o relalie oarecare, depinzind de
un numdr natural n, este justd pentru numdrul natural a st
dacd din presupunerea cd ca este adevdratd pentru un numdr
oarecare n rezulld valabilitatea ei si pentru numdrul urmdtor
n - 1, atunci acea proprietale este adevdratd peniru {toale
rumerele naturale incepind cu a.

In adevir, avind de cercetat dacid o proprietate P(n)
este adevdratd oricare ar {i numdirul natural n, conform
celor de mai sus, se vor efectua doud cercetdri:

1) Intii inlocuim pe » cu un numdir natural a si con-
statim ca proprietatea P(a) este adevirata.
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2) Presupunind proprietatea P(n) adeviratd, dovedim
cd ea rdamine adeviratd cind majordm pe n cu o unitate,
adicd P(n + 1) este adevirati.

Rationdm apoi astfel:

P(n) este adeviratd pentru n = a, deci ea este adevirati
si cind majordm pe a cu 1, adica pentru n = a 4 1; fiind
adeviratd pentrun = a + 1, este adevaratd si cind majorim
pe @ + 1 cu o unitate, deci pentru n = a + 2, si asa mai
departe, rezultd cd P(n) este adeviratd pentru orice numir
natural n, incepind de la numérul a.

6. In practicdi, metoda inductiei complete se efectueazi
in doua etape distincte:

Etapa de verificare, in care verificim cd proprietatea sau
relatia datd este valabild pentru un numdir oarecare a.
(Acest numir este de obicei 1 sau 2.)

Etapa de demonstratie, in care presupunem cd proprie-
tatea e valabild pentru numarul natural r, si demonstram
cd e valabild si pentru n + 1.

7. Pentru ca metoda induciiei complete si fie aplicata
in mod judicios sau, cum am mai putea spune, complet,
este absolut necesar ca sd fie parcurse ambele etape, nu avem
voie sd omitem nici etapa de verificare, nici etapa de de-
monstratie. ‘

Pentru necesitatea etapei de demonstratie nu-i nevoie
sd mai insistdim, dar se pune intrebarea dacd este oare
necesard si etapa de verificare?

Vom da un exemplu din care vom vedea cd nu putem
omite nici prima etap#, cea de verificare.

Exzemplu S&a presupunem cd avem de demonstrat
proprietatea: Orice numdr natural este egal cu numdrul
natural care urmeazd dupd el.

Demonstratia o vom face prin metoda inducjiei malte-
matice.

Presupunem cd n = n + 1. (1)

Si demonstrim cd n + 1 = n 4 2. (2)

Dac# addugdm 1 la fiecare parte a egalitdtii (1) obtinem
egalitatea (2).

Rezultd cé daca afirmatia este valabild pentru numi-
rul natural n, aceasta este valabili si pentru n 4 1.

Etapa a doua de demonstratie a fost efectuatd, totusi,
afirmatia ficutd in enuntul problemei nu este adeviratd.
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Cum si vedem de ce nu e adevirati? Si efectuim §i
pruna etapd de verificare si se verificd imediat ci
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deci afirmatia ficutd in enunt este falsd.
8. S& studiem suma

Sp=- 4 L 4 1 B
" 1.2 2.3 " 3 4+ +n(n + 1)
Pentru diferite valori ale lui n gisim:
ﬁ 1
si= A1
1.2 2
. 1 1 1 1 341
Sp= — =14 1 _84+1 & 2
1.2 2.3 2 6 6 [ 3
1 1 1 1 1 1 642
Sp= b =l iy LGkt 9_ 3
1.2 2.3 3-4 2 ' 6 ' 12 12 12 4
1 1 1 1 1 1 1
*T 1.2 23 3-4+4-5 2+6+12+20
30410+ 543 48 &
60 60 5

pentru orice valoare a lui ».

Pind acum am efectuat etapa I, de verificare.

Sd efectudm si etapa I1, de demonstratie.
_ Daci expresia lui S, e valabild si pentru n -+ 1, vatrebui
sa gisim

S _n + 1 .
i n+ 2
Avem
S =S, 1 —_n 1 - n(n-+42)-+1 -
" " (1) (n+2) n+1+<n+1)(n+2) (n-+1)(n+2)
n24-2n41 (n-1)2 _nkt

(1) (n42) (1) (nt2)  nt2




Am demonstrat deci cii dacd formula este valabild pentrun,
ea este valabila si pentru n -+ 1. Fiind valabild pentru
1,2, 3, 4, ea este valabild pentru orice n.

S# presupunem cd, studiind pe S,, am fi emis ipoteza
ca

bn — 2
Sﬂ i ———
Sn — 1
h--2 2 1
Pentrun = 1,avem §; = —é~-—I = =7 ;pentrun=2, avem
7 P
8§ — 2 6 2

Sy =——"= —= deci formula este adevirati.

10 — 1 9 3

?

Dacd formula ar fi adeviratd pentru orice n, pentru
S,:1 ar trebui sd gisim
4 (n + 1) — 2 in - 2

S 4 = = —
T T ) —1 Snt &

Avem insd
Sntt = Sn + (

(4n — 2) (n + 1) (n + 2) 4 5n — 1
(5n — 1) (n 4+ 1) (n - 2)

1 _fin—2 1 .

n 1) (n -+ 2) T 5n —1 (n 4 1) (n - 2) B
_ 4n3 4 1002 4+ In — f!’
(5n — 1) (n4-1) (n+2)

adicd am obtinut alt rezultat.

Urmeazi cd ipoteza admisdt pentru S, a lost falsii, ceca
ce am constatat cind am efectuat etapa 11, de demonstratie,
de trecere de la n lan + 1.

PROBLEME REZOLVATE

I. S& se demonstreze prin meloda inducliei complete
formula ¢, == a; 4 (n — 1)r, care dd expresia termenului
general al unei progresii aritmetice.

Ltapa T. ay = a4
Ay = a; +r
a, = a; + 2r.

.Etapa ]I Daci a, = a; + (n — 1)r, pentru a, 11 va tre-
buie sd gésim

pp1 = a, - (n 41 — Lr = a; + nr.
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Dar, in baza definitiei progresici aritmetice, avem
Anit = +r=a;+n —1)rt+r=a +nr—r+4r=a,+nr,
ceea ce era de demonstrat.

~II. Si se demonstreze, prin metoda induclicl complete
formula ’

-

S,=1 42 g gt ),

6 .,

; . 1.2.3 6 X
Etapal. S, = - PR 15 intr-adevir §; = 12=1.

= 5; intr-adevir S, =124 22 =15

Etapa 1]. Pentru S, va trebui si gisim
P - (n 4 1) (n 1 ~!j 1) (2n +2--1)  (a+1) (n-F2) (2r+3) .

6 - 6
Dar avem
Suri= Sy (n 4 dpp = 2OLEDEED 4y g
e 1) (204 1) 4+ 6 (n 1)

— (k1) (2n4-1)-}-6 (n-+-1):
6 6 -

o n 1) (_-zlfti::~ n+46)  (n 1) (n+2)(2n F 3)

6 - 6

Deci formula este valabild pentru orice 7.

HI. Utilizind metoda i el 3
. / wducfiel complete, si se demon-
streze formula ! ’ o

S,=12432 050 L 1 (n —1)p=Br 20—
3

Etapa I. Pentru n = 1 avem

- 1-3-.1 s

& = ———=1; intr-adeviar §; = 12 = 1,

3
Pentru » = 2 avem

-3 N
— = 10; intr-adevar 8, = 12 4 32 =1 - 9 =10,

Y
‘3
<

Sz




Etapa I1. Trebuie sa aratim cd formula presupusa ade-
viiratd pentru n este adeviratd si pentru n 4 1, adicd avem

Sppr = 12432+ 524 .. + (20 — 1)° + @2n + 1) =

(n A1) (2n £ 3) (20 + 1),
3

Putem scrie

Soir— S 4 (@n 4 p =N =Ty 0n 4 1) =

.

n(2n+1) (2n—1)+3 (2n+1)2 _ (2n+1) [n(2n—1)+3 (2a4-1)] __
3 3
(2n 4-1) (2n2 + 50 +3) _ (2n 4+ 1) (n + 1) (2n + 3) ,

= 3 3

ceea ce era de demonstrat.

PROBLEME PROPUSE

1. Si se demonstreze ci o — 1)
e run 0,

12 4 32 452 + ... 4 (2n 1) 5

9. $3 se arate ci dacd n>> 10, atunci 2" > n3.

3. S3 se demonstreze cd

n4+1)(n+2).
@) 1-24 23434+ . nnt+1)= n_L__g_z_,,_,

b)1-2:3 42344345+ .. Fn+DR+Y=

=n(n+1)(n+2)(n+3).
: &

4. Si se demonstreze cd
12 22 32 n? _nint 1) |
1s T35t ot T @I e ) 2@+ 1)
5. Si se demonstreze cd

1 1 1 - n
it T ot Bn—2 (Bn+1) 8n+1

1
1-4 &7
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6. Sd se demonstreze cd
1 1 1 1 n
»1.5+5-9+9-13+ S 3) (n + 1) 4n 4 1
7. S& se calculeze
Sp,=1-114+2-21 +3 -3 4+ ... + n-nl,
apoi sd se demonstreze formula gasita.

8. Sa se demonstreze identitatea
IR 2 4 8 on
SR N 2
142 112 14 at 1+x8+ +1+x2"=
1 oan-+1

= + — w5 (@ AL,

r—1 1 —

9. Si se demonstreze ci orice sumd de bani intr-un
pumir intreg de lei, mai mare de 7 lei, se poate plati fira
rest, in bancnote de 3 lei §1 5 lei.

10. Si se demonstreze cd pentru orice numdir natural
n>1 avem

1 1 1
—_— N
n+1 n+2+ —'—271/:(4

11. S& se demonstreze prin metoda inductiei matematice
formula binomului lui Newton

(a+b)'=a"+ Cra™ b+ Chan2b%+ Cha™ 303 -+ ... +
__I_ C'{c,—-] qn—h+1 pk—1 —‘__Cﬁ an—k pk —+ ... _l_ C;r}—l abn—1 4+ C;’f e

~12. 58 se demonstreze prin metoda inductiei complete
inegalitatea lvi Buneakovski

E(n) = (@ + 63+ ...+ @) (B + B + oo + b2) —
—(ayby + azby 4.+ a,b,)?>0, unde ay,a5,..., a,,by ,bs,..., b,
sint numere reale oarecare.




CAPITOLUL 11

DIVIZIBILITATEA NUMERELOR
SI POLINOAMELOR

DEFINITIA GENERALA A IMPARTIRIL NUMERELOR NATURALE

1. In sistemul numerelor naturale, pentru impdriirea
fird rest si impdrtirea cu rest se poate da urmitoarea defi-
nitie generald:

A impargi numdrul D la numdrul I inscamnd a gast
doud numere Q (citul) si R (restul), care sd satisfacd relafiile
D=1-Q+ Rs R<d

Din accastit egalitate rezultd ca

D=1+1+1+4..4+1+R
de @ orl.

Deoarece R<<I, citul ()‘inﬂdlceé cel mai mare numar
intreg care aratd de cite ori impértitorul se cuprinde in
deimpirtit. N S

Dacd impariitorul 1 nu esle egal cu zero, operafia unpar-
tirii este intotdeauna posibild si da intotdeauna un singur
rezultat.

In matematicd spunem in acest caz cd se poale da:

1) o teoremad de existen{d si

2) o teoremd de unicilate. ‘ .

Aceste doud teoreme sint strins legate una de alta si
ele se pun in multe probleme ale matomaticii.
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In problema noastrd, cele doui teoreme se pun astfel:

Dacd se dau doud numere D si I, se pot determina in
mod unic doud numere Q si R care sd salisfacd relatiile

D=171-Q+4+ Rsi R< 1.

Intr-adevir,

1) dacd D<[,atunci Q = 0si R=D;in acest caz, aceasti
si numai aceastd pereche de numere satisface conditia pusi.

2) Daca D = I, atunci Q = 1si R = 0 si in acest caz
nici o altd pereche de numere nu satisface conditia pusi.

3) Dacd D>I, atunci citul Q aratd numirul cel mai
mare de cite ori / este continut in deimpér{itul D; de aceea,
dacd I 320, avem intotdeauna un cit si acesta nu poate fi
decit unul singur.

in acest caz, putem avea gi un rest R = D — I+ Q si,
intrucit scéiderea este o operatie unic determinati, restul
nu poate fi decit unul singur.

Mai putem observa cd, in cazul impdrtirii numirului D
prin numérul 7, se poate obfine ca rest un numdir oare-
care al girului urmator

0,1,2,3,..,1—1.

Deci numirul de resturi distincte ce s-ar putea obtine
in cazul impdrtirii diferitelor numere naturale prin I este
egal cu numdrul 1.

~Observare. Incazul 7 = 2, putem avea numai doui resturi:
0 si 1, care ne vor da numerele pare si impare.

In cazul I = 3, putem avea resturile 0, 1, 2, zicem ci fatdi de 3
un numdir natural poate avea una din formele

3n, 3n 4+ 1, 3n 4+ 2 sau 3n, 3n 4 1.

In cazul I = 4 avem resturile 0, 1, 2, 3 si deci orice numdir
natural poate avea una din formele

dn, 4n 4+ 1, 4n + 2, &n + 3, sau 4n, 4n + 1, 4n + 2.

In cazul J= 5, avem resturile 0,1,2,3,4 si deci orice numéir natu-
ral poate avea una din formele

5n, 5n 41, 5n 4+ 2, 5n 4 3, 5n 4+ &,

care se mai pot scrie
5n, 5n £ 1, 5n 4+ 2.

In cazul 7 = 6, avem resturile 0, 1, 2, 3, 4, 5 si deci orice numar

natural poate avea una din formele

6n, 6n 41, 6n + 2, 6n + 3.

5 — Algebra cl. a X-a reala . 05




DIVIZIBILITATEA NUMERELOR

2. Am vizut mai sus, cind am reamintit definitia impér-
tirii, cd impdartirea poate fi de doud feluri:

1) impirtire fiard rest sau impdrtire exactd si

2) impértire cu rest sau impdrtire neexactd.

In capitolul asupra divizibilitdtii numerelor, vom avea
de-a face numai cu ‘impirtiri exacte.

Intr-o impirtire exactd putem spune de exemplu:

36 se imparte exact cu 4, sau

36 se divide cu 4, sau inca

36 este divizibil cu 4. .

in cele de mai jos vom folosi mai mult ultima exprimare.

3. Intr-o impértire exactd, deimpdartitul se zice cd este
un multiplu al impdriitorului, impértiterul se zice ca
este un divizor al deimpartitulul.

In exemplul de mai sus putem spune ci 36 este un mul-
tiplu al lui 4, si 4 este un divizor al lui 36.

in general vom spune c& numirul N este divizibil
cu a, daci N se imparte exact sau se divide cu a.

Nuamirul N este un multiplu al numé&rului @, iar numa-
rul a este un divizor al numairului V.

Am vizut mai sus ci 36 are ca divizor pe 4, dar pentru
numirul 36 mai putem gisi si alti divizori afard de 4, de
exemplu 2, 3, 6 etc.

Pentru divizibilitate sau pentru proprielalea de impdrtire
exactd, s-a introdus in aritmeticd o notatie speciald, trei
puncte asezate unul sub altuli, asa cd vom scrie in loc de
36 este divizibil cu 4 pe scurt:

36 : 4.

Vom da aici toti divizorii numdirului 36, scriind
30 i1, 2,3,4,6,9,12, 18, 36; avem 9 divizori.

4. Stim din clasa a V-a urmétoarele:

1) Numirul 1 (unitatea) este singurul numdr care are
numai un singur divizor.

2) Unele numere ca de exemplu 2,3,5,7,11, 13,17,
19, n-au decit doi divizori, pe 1 si pe ele insele.

- Astfel de numere se zic numere prime. Pulem spune

deci: Se numeste numdr prim acel numdr care nu are decit
doi divizori, adicd este divizibil cu 1 si cu el insugt.
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3) Alte numere, ca de exemplu 12, 15, 16, 18, 20 etc.
care au mal mult de doi divizori, se numesc numere neprim.;
sau compuse. Putem spune atunci:

Se numeste numdr neprim sau compus acel numdr care
admite cel putin un singur divizor altul decit el insusi si uni-
tatea. o

Numerele intregi sint astfel impartite in trei clase

1) unitatec;

2) numerele prime;

3) numerele compuse.

Prima clasd nu contine decit un singur numir.
Clasa a treia contine evident o infinitate de numere,

}:am ea cuprinde, printre alte numere, toate numerele de
orma

.

22,93 24, .. 32 33 3%

care sint in nurhir infinit.

In clasa a doua, a numerelor prime, se poate demonstra
la fel ca avem o infinitate de numere.

5. Matematicianul grec Eratostene, care a triit cam cu
250 ani inaintea erei noastre, a alcdtuit, primul dupi cit
se pare, o micd tabeld a numerelor prime.

Principiul de alcituire al acestei tabele se cunoaste
tot din clasa a V-a, asa ci nu mai insistim asupra lui.

TEOREME ASUPRA DIVIZIBILITATII

b..’I.‘epr'ema'I. Dacd fiecare din termeniti unei sume date
este divizibil printr-un acelagi numdr, atunci si suma lor este
dipizibild prin acel numdr.

Vom da demonstratia pentru cazul a trei termeni.
Nyib

Dacd | Ny ib  atunci si (N, + N, 4 N,) @b,
Ngib

Pe baza definitiei impd&rtirii, putem scrie

Ny:b=y¢q;,de unde N,=1b-g¢q
Ny:b=y¢q,, de unde N,=b-gq,
Ny:b=gq; deunde N;=b-gq,.
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Prin adunare avem
Ny + Ny 4+ Ny=b-q, + b g+ brgs=0 (g1 + = + ¢3),

deci
(Ny + Ny + Ny) i b
Ezemplu. 28,32 si 44 sint divizibile cu 4, atunci
si suma lor 28 -+ 3244, adicd 104, este divizibild cu 4.
" Meerema II. Dacd doud numere sint divizibile cu un
acelasi numdr, si diferenta lor va fi divizibila cu acelas
numdr.

Daca { atunci si (N, — Ny) ©b.

i
Nyib
Demonstratie. Pe baza definitiei imp&rtirii, putem scrie
N, :b=g,deunde N, = b- ¢,
N, : b = ¢, deunde Ny = b g,.

Prin scidere avem
Ny —Ny=b-q —bq,= b (g1 — ¢2),

deci

(N, — N,) ib.

Exzemplu. 72si 54 sint divizibile cu 6, atupci si
diferenta lor. (72 —54), adica 18, va fi divizibild cu 6.
Consecinie:
1) Orice multiplu al unui numdr dat esle un multiplu
st pentru fiecare din divizorii acelui numdr.
Dacd N, i Ny, N, i b, atunci N, ib.
» ¢ termeni

Putem scrie N;:Ny=q deci Ny=N,-¢=Ny+No+...-+N,.

Cum fiecare termen al sumei e divizibil cu b, si suma
lor adici N; va fi divizibila cu b. ‘

2) Dacd suma a doi termeni si unul din et se divide prin-
ir-un numdr oarecare, atunct si cel de-al dotlea termen se va
divide prin acelagi numdr. . ) ] .

Suma celor doi termeni poate fi luatd ca descdzutul, iar
unul din ei ca sedzdtorul unei scdderi, si atunci si diferenja,
adicd al doilea termen, va fi divizibild cu acelagi numér.
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Aceastd consecintd este extrem de importantd, deoarece
de ea ne folosim la stabilirea criteriului general de divizi-
bilitate a numerelor.

3) Dacd diferenta a doi termeni si unul din ei se divide
prinir-un numdr oarecare, atunci st al doilea termen se divide
prin acelast numdr,

Avem N; — N, = d sise dd (N; — N,) i b, N, i b, atunci
si Nyt b.

Prin ipotezd avem N; — N, = d deci N, = N, - d si
atunci sintem in cazul consecintei a I1-a, cind suma N, a doi
termeni si unul din termeni d sint divizibili cu numarul b,
dect si al doilea termen adicd NV, va fi divizibil cu acelasi
numar b.

Exemplu 100—-36=64; 100 :4si 64 :4, deci si
36 4.

4) Dacd, dintre doud numere date, unul este divizibil
printr-un numdr oarecare, iar celdlalt nu se divide prin acelasi
numdr, atunci atit diferenta, cit si suma lor nu va fi divizibild
prin acel numdr. ,

Sedd Ny — N, =d, Nytb, Nynu i b.

Sa se demonstreze ci d nu i b.

Demonstrdm prin reducere la absurd.

Admitem cd d: b, atunci in baza consecintei a 1Il-a,
ar trebui ca si IV, i b, insd acest lucru contrazice ipoteza
teoremei.

Deci rdmine cd d nu : b.

Observare. La 3) si 4) demonstratia se face la fel, in ipo-
teza N,: b.

DIVIZIBILITATEA UNUI PRODUS PRINTR-UN NUMAR DAT

7. Se stie cd pentru ca sd impdrtim un produs de mai
multi factori printr-un numair dat, este suficient si impar-
tim prin acel numér unul din factorii produsului.

De aici urmeazi cd, pentru ca un produs de mai multi
factori si fie divizibil printr-un numir oarecare, este sufi-
cient ca unul din factorii produsului dat sd se dividd prin
acel numair.

Aceastd counditie este suficientd, insd nu este necesari.

Intr-adevir, produsul 40 X 24 = 960 este divizibil cu 15,
cu toate cd mnici 40, nici 24 nu sint divizibile cu 15.
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- 8. Teorcme asupra divizibilitatii defmpirtitului, impir-
titorului §i restului printr-un numir dat.

1) Dacd in cazul impdriirii cu rest, deimpdriitul s im-
partitorul se divid printr-un numdr oarecare, atunct §i restul
se va divide prin acel numdr.

Sedi D= 1-Q+ Rsi Dib, Iib atuncisi R:b.
Din conditiile ipotezei avem
1-Q:ib, de unde (D —1-Q):b adicd R :b.

2) Daca restul impdrtirii st impartitorul se digid printr-un
numdr oarecare, atunci si deimpdriitul se divide prin acelasi
numdr.

Sedi D=1-Q+ Rsi 1:b, R:b, atunci si Dib.

Din conditiile ipotezei avem
I-Qib de unde (I-Q - R):b, adici D:ib.

CRITERHLE DE DIVIZIBILITATE A NUMERELOR

9. Prin criteriu de divizibilitate sau reguld de divizibilitate
a unui numir N printr-un divizor oarecare d, intelegem
conditia necesari si suficientd pentru ca numirul N sd se
impartd fdrd rest prin numirul d.

CHutarea criteriilor de divizibilitate se face la trei
serii de divizori si aceasta indiferent de baza sistemului de
numeratie, §i anume:

1) divizorii bazei si puterile acestor divizori;

2) baza + 1 sau baza — 1 §i divizorii acestor numere;

prin baza + 1 sau baza — 1, intelegem baza sistemului
de numeratie, majoratd sau micsoratd cu o unitate.

3) alte numere decit cele precedente si care in cazul siste-
mului nostru de numeratie, cel zecimal, pot fi numere
prime, ca: 7, 13,17, 19 etc. sau numere compuse, ca 6, 12,
15, 18, 20 etc.

in cadrul sistemului zecimal, in prima categorie vor
intra numerele ’

2 81 b; 2% = 4si b2 = 25; 2% = 8¢ 5% = 125; in gene-
ral 2% gi bk
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In categoria a doua vor intra numerele
10 —1=9; 10+1=11 si divizorul lui 9 adicd 3.

P:antru a cduta criteriile de divizibilitate ale unui
numar N printr-unul oarecare din acesti divizori, vom
scrie numdrul N, dat in sistemul de numeratie zecimal
sub forma de polinom, astfel . ’

N=a, 10"+ a, 1071 4., 4-a;103+a, 102+4-a,104-a, (1)

De exemplu, putem scrie
87 =8-10 + 7
345 =3-102 4 4-10 + 5
5976 = 5-10% 4 9-102 4 710 + 6 ete.

10. Criteriile de divizibilitate a numerelor prin divizorii
bazei gi puterile acestor divizori.

L. Criteriul de divizibilitate prin 2 si 5.

Scriem numirul N dat in relatia (1) sub forma unei
sume, in modul urmétor

N = (an-10" 4y, -10"=1 ...+ a,.10° +-
+ a,-10% 4 @,-10) + a,. (2)

Sub forma aceasta se vede ci prima parte a sumei din
dreapta, fiind alcituitd din zeci, este divizibild prin divi-
zorii lui 10, adicd prin 2 si 5.

3 I_nsegn‘m.ﬁ ca pentru ca numdrul N, care este o sumd,
sd fie divizibil prin 2 sau 5, este necesar si suficient ca si
al d‘mlea termen al sumei, adicd numdirul a,, care e ultima
cifrd a numarului &V, sa fie divizibil prin 2 (sau 5). Atunci
putem da regula de divizibilitate pentru 2 si 5.

~ Un numar este divizibil cu 2 atunci, si numai atunci cind
ultima cifrd este 0 sau este divizibild cu 2.

Un numar este divizibil cu 5, atunci si numai atunci cind
ultima cifra este 0 sau 5.

I1. Criteriul de divizibilitate prin 22 = 45i 5% = 25.

Vom scrie numirul N tot sub forma unei sume, astfel
N = (@, 10" + a,_,- 10" 4 ...+ a3-10% 4 a,-102)

+ (@110 + ay). 3)
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Sub forma aceasta se vede la fel cd prima parte a sumei
din dreapta este divizibild prin 100, deci si prin divizorii
lui 100, adicd 4 si 25. )

Inseamnd cd pentru ca numdirul &V, care este o sumd, sa
fie divizibil prin 4 (respectiv prin 25), este necesar si sufi-
cient ca si al doilea termen al sumei: a, - 10 4+ @, care este
numirul format din ultimele 2 cifre ale numirului N, sé
fie divizibil prin 4 (respectiv prin 25). ]

Putem da atunci regulile de divizibilitate pentru 4 gt ?5.

Un numar este divizibil cu 4, alunci st numai atunct cind
numdrul format din ultimele 2 cifre este divizibil cu 4 sau se
compune din 2 zerouri. ' ‘ o

Un rumar este di¢izibil cu 25, atunct st rumar atunct cind
numdrul format din ultimele doud cifre este divizibil cu 24,
adicd este 25, 50, 75 sau doud zerourt.

1I1. Criteriul de dicizibilitate prin 2° = & 1 & = 125.

Vom secrie numirul NV tot sub forma unei sume, astfel

N = (a,-10" + @, - 10" 4...4 a;-10%) 4
+ (ay-10% 4+ a, - 10 4 a,). (4)

Dupd un rationament analog, ca si in cazurile prece-
dente, vedem c¢i pentru ca numarul N si fie divizibil
prin 8 (respectiv prin 425), este necesar si suficient ca si al
doilea termen al sumei: a,-10% + ;- 10 4+ a,, care este
numirul format din ultimele trei cifre ale numérului iV, s&
fie divizibil prin 8 (respectiv prin 125). o

Putem da atunci regulile de dicizibilitate pentru 8 su 125.

Un numdr este divizibil cu 8, atunci §i numat atunct cind
numdrul format din wliimele tret cifre este divizibil cu 8 sau s¢
compune din 3 zerourt. o ‘ o

Un numdar este dieizibil cu 125, atunct st rumai atunct cind
numdrul format-din ultimele trei cifre este divizibil cu 125,
adicd este 125, 250, 375, 500, 625, 750, 875, sau cind se
compune din trei zerourt.

Observare. Am vizul 1a stabilirea regulilor de divizibili-
tate de pinii acum ci am amintit de fiecare datd de condilia necesard
st suficientd. 5 o
' Putem sia limurim acum prin exemple ce inseamnd o conditie
necesari si cind o conditie se considerd suficienta.

a) C&ndi;ie necesard. Penlru ca un numar si fie divizibil cu 8,
am viazut ci acel numir trebuie si fie cu sot. )

Accastid conditie e necesard, deoarece nici un numar impar nu e

divizibil cu 8, conditia insd nu este si suficientd, deoarece nu toate
numerele pare sint divizibile cu 8.
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De exemplu numirul 46 este par, dar nu este divizibil cu 8¢

Vom spune in acest caz ci conditia este necesard dar nu estesuficientd.

b) Conditie suficientd. Dacd un numir se terminid cu trei zerouri
(000), atunci el este divizibil cu 8.

Aceastd conditie este suficientd dar nu este necesard, peniru ci
nu numai numerele terminate cu trei zerouri sint divizibile cu 8,

&) Conditie necesard si suficientd. Pe lingd conditiile care sint
necesare dar nu suficiente sau suficiente dar nu necesare, mai existi
si conditii care in acelasi timp sint si necesare si suficiente.

Teorema de care ne-am folosit pentru a stabili criteriile de
divizibilitate de pind& acum si pe care am demonstrat-o a fost
urmitoarea:

Dacd unul din cet dot termeni ai unei sume se divide printr-un numdr
oarecare, penitru ca intreaga sumd sd se dividd prin acel numdr, este
necesar si suficient ca si al doilea termen al sumei sd se dividd prin acelasi
numar.

In aceastd teorema, ca si in criteriile de divizibilitate stabilite
pini acum, conditia fixatd a fost si necesard si suficientd.

IV. Criteriul de divizibilitate prin 2k i 5.
Vom scrie numarul &V sub forma unei sume, in modul
urmator

N = (a,-10" + @,—1-10"=1 + ...+ a,-10%) 4
+ (an—ys 10571 L+ a3-10% 4 a,-102 - a,-10 - a). (5)
Rationind in mod analog, putem deduce regula de divi-
zibilitate prin 2F(respectiv 5%).
Un numdr este divizibil prin 2% (respectiv &%), atunci
cind numdrul format din ultimele k cifre este divizibil prin 2*
(respectiv &%), sau se iermind cu k zerouri.

11. Criteriul de divizibilitate a numerelor prin
9 (= baza — 1), .

Scriem numdirul NV tot sub formd de polinom

N=a, 10" Fa, 110"+ ... a;- 103+ a,- 10+ a,- 10+ q,. (1)

Vom ardta mai intii c¢& orice numir intreg, format din
1 (unu) urmat de un zero sau de mai multe zerouri, este
egal cu un multiplu de 9, mirit cu o unitate.
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intr-adevir, avem
10 =9+1=914+1=m9 +1

(Cu m 9 am notat multiplu de 9)
102 =99 +1 =911 +1=m9 +1
103 =999 +1 =911 +1=m9 + 1

in—1) cifre
10! =9.111...1+1=m9 +1
n cifre

prm——— -
10" =9.111 .. 1 +1=m 9+ 1.

Atunci numarul V va deveni

N=am9+1)+a(m9d+1)+..4+a (m9+41) +
+a(m9+ 1)+ ap(mY+ 1) + a

care se mai poate serie

N=m9+ (a, + @n—1 + ... + a5 + as + a, + a,) (2)

sau incd
N = m 9 -+ (suma cifrelor). (2"

Sub ultima formi se vede ci numdirul N este pus sub
forma unei sume de doi termeni, din care primul ter-
men mY este evident divizibil cu 9, si atunci, pentru ca numa-
rul IV s fie divizibil cu 9, trebuie ca si al doilea termen al
sumei, care este format din suma cifrelor, s& fie divizibil
cu 9. ’ r

Asa ci putem da regula de divizibilitate prin 9 (respectiy
prin 3). ) .

" Un numdr este divizibil cu 9, sau cu 3, atunct cind suma
cifrelor sale este divizibild cu 9 sau cu 3.

12. Criteriul de divizibilitate a numerelor ‘priu
11 (= baza + 1),

Scriem numdirul N tot sub formd de polinom
N = a,- 10" 4 a,—+10"1 + ... 4 a;3-10% + a,-10% +
+ a,-10 + a,. (1)
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Vom ardata mai intii c¢d orice numir intreg, format
din 1 urmat de un zero sau de mai multe zerouri, este egal
cu un multiplu de 11, micgorat sau marit cu o unitate.

Intr-adevir, avem

100 = 11 —1 =m11 —1
102 = (11 — 12 =m11 +1
10 = (11 —1¥ =m11 —1
100 = (11 — 1) =m 11 -1

10" = (11 — 1)y =m 11 4 ( — ).
Atunci numirul & devine

N=a,m1 + (=1 + apqg[m11+ (=114 ... +
+az(m1l —1) 4 ay(mil + 1)+ a; (m11 —1)+ap (2)

care se mai poale scrie

N=ml1+[(—=D)"a,+(—1)"an_1+... —a3-+a, —a, +a,](3)
sau incd .
N = m 11 4 (suma cifrelor de rang impar — suma cifrelor
de rang par). (3")

Sub forma aceasta, putem enunta regula de divizibilitate
pentru 11: )

Un numir este divizibil cu 11, atunci cind diferenta dintre
suma cifrelor de rang impar si suma cifrelor de rang par
este 0 (zero) sau este divizibila cu 11.

Ezxemplu. Sa se vadd dacd numarul 35 842 este divizibil

- cu 11.
Suma cifrelor de rang impar =2 4+ 8 4- 3 = 13.
Suma cifrelor de rang par =4+ 5=09.

13 —9 = 4 nu e divizibil cu 11, deci nici numirul
35 842 nu e divizibil cu 11.

Observare. Dacasuma cifrelor de rang impar este mai mici
decit suma cifrelor de rang par, se mireste cea dintii sumi cu 11 sau
cu un multiplu de 11, pini cind sciderea se poate face.

Exemplu. Sa se vadd dacd numairul 18 295 este sau nu
divizibil cu 11.

Suma cifrelor de rang impar

Suma cifrelor de rang par

1=28.
17.

I+

+ 2
+ 8

© U

I

75




Diferenta 8 —17 nu se poate efectua; mirim atunci prima
sumi cu 11; 8 + 11 = 19.

Noua diferentid este 19 —17 = 2, care nu e divizibil
cu 11, deci nici numdrul dat 18 295 nu va fi divizibil cu 11.
13. Criteriul de divizibilitate prin 7, 11 si 13.

Se da numdrul V. §

insemnidm prin A numdirul reprezeutat de ultimele
trei cifre ale numdrului &V, iar prin B, numérul exprimat
de toate celelalte cifre; vomn avea

N = 10002 + A. (1)
De exemplu, pentru
1. N = 725582; avem A = 582, B = 725 si avem
N = 725.1 000 + 582.
2. N=1 369 312; avem A = 312, B =1 369 §i putem scrie
N = 1 369.1 000 + 312,

3. N = 78 455; avem A =455, B = 78 gi putem scrie
N = 78.1 000 4 455.
Observim ci 7-11.13 = 1 001, asa cd transformdm nu-
mirul &V, scris in relatia (1) astfel:
N = (1000 B + B) + (A — B), (2)

adicd am adunat B i am scizut B, ceea ce nu a modificat
valoarea pirtii a doua.

Dar mai putem scrie
N =1001-B+ (A — B). 3)

Daci A<B, diferenta A — I nu se poate electua si
atunci vom scrie pe IV astfel:

N =1001.-B — (B — A). (3")

in primul caz, 4>B, N e o sumd si primul termen al
gumei 1 001 - B este divizibil prin 7, prin 11 si prin 13.
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In cazul al doilea, A<B, N este o diferentd si primul
numdr (descizutul) 1001+ B de asemenea este divizibil
prin 7, prin 11 st prin 13.

In primul "caz, pentru ca suma N sd fie divizibild
prin 7, 11 sau 13, trebuie ca si al doilea termen al sumei,
adicd A —PB sd fie divizibil cu 7, cu 11 sau cu 13.

In cazul al doilea, pentru ca diferenta N si fie divizi-
bild prin 7, 11 sau 13, trebuie ca si scizitorul, adicd B—A4,
sd fie divizibil cu 7, 11 sau 13.

Asa ca putem da acum regula de divizibilitate pentru
7,115t 13:

Un numdr este divizibil cu 7, 11 sau 13, daca diferenta

. oblinutd prin  sciderea numdrulut exprimat de uliimele

trei cifre ale numdrului dat, din numdrul exprimat de toate
celctalte cifre (sau iniers) este egala cu 0 sau este divizibild

r~

prin 7, 11 sau 13.

APLICATII

Exemplul I.N = 725582, Aici A = 582, B =725.

Facem diferenta B—A = 725 — 582 = 143, care este
divizibild cu 11 si 13, deci numdirul dat va fi si el divizibil
cu 11 s1 10,

txemplul [I. N = 1369312, Aici A = 312,
B =1 369.

Facem diferenta B—A = 1369 — 312 = 1 057, care este
divizibild numai cu 7, deci numirul dat este si el divizibil
numai cu 7. '

Exemplut 11I. N =178455. Aici A =455, B =T78.

Vom face diferenta 4 —B = 455 — 78 = 377, care este
divizibild numai cu 13, deci numdrul dat va {i §i el divizibil
numat cu 13.

EXERCITII 81 PROBLEME PROPUSE

Exercitii numerice

1. S& sescrie trel numere formate din 6 cifre, dintre care
nici una zero, divizibile cu 8.

2. S& se scrie trei numere formate din 7 cifre, printre care
si zero, divizibile cu 8.

3. Care dintre numerele: 225, 6 534, 15 930, 49 581 sint
divizibile cu 9? Dar cu 3?
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4. Conducindu-ne dupd regulile de divizibilitate a nu-
merelor, sd se stabileascd cu ce numere sint divizibile nume-
rele urmétoare:

1032; 14 212; 2 001; 7 254 ; 14 016.

Exercitii teoretice

5. S& se arate cd un numdir este divizibil cu 4, cind cifra
unitdtilor maritd cu dublul cifrei zecilor dd o suma divi-
zibild cu 4. '

6. Sd se arate cd un numar este divizibil cu 8, cind cifra
unitatilor maritd cu dublul cifrei zeciler gi cu impétritul
cifrei sutelor dd o sumai divizibild cu 8.

7. Pétratul unui numir care nu e divizibil cu 3 este un
multiplu de 3 maérit cu 1.

8. Patratul unul numér care nu e divizibil cu 5 este un
multiplu de 5 marit sau mrfcgorat cu 1.

9. Cubul unui numér care nu e divizibil cu 7 este un mul-
tiplu de 7 mérit sau micsorat cu 1.

10. Diferenta bipétratelor a doud numere care nu sint
divizibile cu 5 este divizibild cu 5.

11. Diferenta puterilor a sasea a doud numere care nu
sint divizibile cu 7 este divizibild cu 7.

12. S& se arate cd £ = n (2n% + 1) se divide cu 3.

. 13. Daca n si k sint numere impare, expresia E = n? |
+ k2 — 2 se divide cu 8.

14. Daca n este un numdr cu sot, atunci cele patru

expresii
E, = n(n® + 4) E, = n(n? + 20)
E, = n(nt — 4) E, = n(n* — 20)

sint divizibile cu 8.
15. Dacd n este un numdir fird sot, expresia
E =n2 —n® —npt 1
este divizibila cu 512,

DIVIZIBILITATEA POLINOAMELOR

1. Dupd ce am trecut in revista dileritele teoreme
asupra divizibilitdtii si am dat regulile de divizibilitate
in aritmeticd, sd vedem divizibilitatea si in cadrul algebrei,
$i anume in cazul polinoamelor algebrice de o singurd
variabila. -
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Vom da pentru aceasta mai intii f 3
. ii forma : i
polinom 1in z, de gradul . generald @ unui

Un polinom de gradul n in z il scriem astfel
Po(z) = aga + Qx4 L+ aner x + a,

(a9, @y,...y8,1, a, sint coeficientii polinomului, iar ay £ 0).

De exemplu, polinomul de gradul 5 este
Py(x) = ag2® + a; 24 4 2% + a32% + a,x + ay, iar cel
de gradul 2:

Py (2) = ag2® + a2z + a,.

Polinomul poate fi complet, cind contine toate puterile

lui z, si inco ;

y § complet sau cu lacune, cind lipses ele :
fahile: ¢ un

ale variabilei. ! p le puteri

Ezxemple.

P4(x):a0x4—l—a1x3+a212+a3x + a, complet

) —. 25 3 . ;
Py(x)=aga’+a,x +azz®+a; cu lacune sau incomplet.

w ];(.)at 1205%]?]20?;)0/1.(:22:(18 gradul n, asupra coeficientilor
1) coeficientii sint intregi;
2) coeficientii sint rationali:
3) coeficientii sint reali. ’

n cazul cind nu se face nici o precizare asupra coeficien-

tilor, vom presupune totdeauna cd polinomul are coeficientii
rationali. ’

DEFINITIA DIVIZIBILITATI A DOUA POLINOAME

2. Sa lui 5 i .
gradul é}c udm doud polinoame: f(z) de gradul n, g(z) de

/'(x)=aox"+a1x"“+a2x"*2+---+an_zx2+an~1x+aﬂ (1)
$ g(x):box"‘+blx"—’+b2x"—2+...+bk_3x2+b;,_1x+bk, (2)
cu ay = 0si by 5~ 0.
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Detinitia divizibilititii. Polinomul f(x) se divide prin
polinomul g(z), dacd existd un al treilea polinom ¢(z), astfel
incit sd atbd loc identitatea

f(x) = g(x)-gq(2) 3)

Polinoamele g(z) st q(z) se numesc divizort ai lut f(x).

De exemplu, avind 2® — 9 = (x—3)+ (z + 3), polinoa-
mele de gr. I, —3 si z + 3, sint divizorii polinomului de
gradul I, 22 — 9.

3. Fie k; un numir arbitrar, diferit de zero; avem

flx) = apz™ + a;2"' + oo + ana 2z + a, =

an

20 4 4 n—t 9n-1
kl(kl x +k1x R L v 4

De aici putem vedea ci:

a) orice numar diferit de zero este divizorul oricdrui
polinom;

b) orice polinom a1 cirui coelicienti diferd de coefi-
cientii polinomului dat printr-un factor numeric diferit
de zero este de asemenea divizorul polinomului dat.

Acesti divizori se numesc divizort banali, spre deosebire
de cellaltl divizori.

E xemplu. Fiepolinomul de gradul 1V: z* —1; el se
poate scrie 2! —1=(2*—1) (2*+1)=(z—1) (z+1) (2® +1)

sau 2t—1= (z — 1) (23+ 2 + z + 1),
sau 2'—1 = (¢ + 1) (2 — 2* + z—1).

Din aceste descompuneri se vede cd pentru polinomul
de gradul 1V, 2* —1, putem avea urmitorii divizori nebanali:

Degradul I 2 —1;2 4+ 1;

de gradul 1I:2% —1;22 4 1;

de gradul TIT : 2® + 22 4+ 2+ 1; 23— 22 + 2 — 1.

Tot pentru polinomul z*— 1 am avea ca divizort banali

1 1, ., < .
pe 3a2* — 3 sau —z* — =5 intr-adevir, putem scrie
9

2 — 1= %(3x4—3) si

zt —1 =5(%x4——1—).
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4. Citeva proprietiti ale divizibilitatii polinoamelor.
I. Dacd doud polinoame fi(x) si fo(x) se impart ambele
cu un al treilea polinom g(x), atunci suma lor fi(x) +fo(x) st
diferenta lor fi(x) — fy(2) se impart fiecare cu g(z).
Folosind pentru divizibilitate notatia din aritmeticd,
cu trei puncte asezate unul sub altul, !, teorema aceasta
(ipoteza si concluzia), se poate scrie schematic astfel:
Daca

fa(2) P 2(2)

, atunci si[fiy(2) 4 fo(2)] } g(2)

Pentru demonstratie ne vom baza pe deflinitia divizibi-
lit&til polincamelor.

Din fi(z) : g(x) rezultd cd fi(z) = g(z)-¢,(z), la fel din
fol@)  g(x) rezultd ci fu(z) = g(x)-ga(a)

Adunind, respectiv scdzind, avem

filx) 4 folx) =g(x)-[g:(2) L g5(x) lcare se mai poate scrie

Fu(2) £ fal2) =g(2) - g(a), ,
ceea ce probeazd ca suma fi(z)-+f(z) sau difercnta fy{x)—
—fo(x) se impart cu g(x).

IT. Teorema precedentd se poate generaliza in modul
urmator:

Daca polinoamele (%), fo(2),...., f),(x) se impart cu poli-
nomul g(z), atunct expresia F = le1(l)+62f2(vb) oo e fi(z)

. se imparte la g(x).

Demonstratia se bazeazd tot pe definitia divizibilitdtii
polinoamelor.

I1L. Fiind date polmoamelc flzx), g(z) st h(x), dacd f(x)
se imparte la g(x) si g(x) se imparte la h(z), atunci f(z) se
tmparte la h(x).

Schema teoremei este

Daca f(z) i g(x) si g(x) i h(x), atunei si f(gc) : h(z)

Pentru demonstralie ne bazim tot pe definitia divizibi-
litatii.

Din f(x)ig(x) rezultd cid f(x)=g(x)-g,(x), ar din g(x)} h(x)
rezultd cd g(z) = (). gs(x).
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. ._Inlocu-ind pe g(x) din egalitatea a doua in prima, putem
scrie '

f(x) = h(z)-gy(2)-g:(2) sau f(z) = h(z)-g(x),

ceea ce probeazd cd f(x) se imparte la h(z).

Aceste trei teoreme asupra divizibilitdtii polinoamelor
sint analoge cu teoremele de la divizibilitatea numerelor.
Se mai pot da si alte teoreme analoge; noi am luat aici

pe cele mai importante, de care ne vom servi in cele ce
urmeazd.

IMPARTIREA CU REST

5. In cazul polinoamelor, ca si in aritmetici in cazul
numerelor intregi, impdirtirea exactd nu este totdeauna
posibild si, in majoritatea cazurilor, dupd impirtire mai
rimine i un rest.

Asupra impértirii cu rest, in cazul polinoamelor, avem
ca s1 in aritmetici urmditoarea teoremd de existentd st de
unicilate:

Teoremd. Fiind date doud polinoame oarecare, f(x) de
gradul n si g(x) de gradul k, cu g(x)==0 existd o singurd pe-
reche de polinoame ¢(x) si r(x), care sd satisfacd identitatea

flz) = g(2) - ql2) + r(2) )
st dacd r(z);20, gradul lui r(z) este mai mic decit gradul
lur g(x).

Polinomul f(x) se numese deimpartit, g(x) impdriitor,
g(x) cit, iar r(x) rest.

Demonstratie

Fie
f(2) = aga™ + a; "' + ag 2™ 2 + ...+ ang 22 + anoy 2+ an (ag=£0),
gla) = box® + bya"™t - by 22 4 A by a® - bpax -+ by (byF0).

Dacd n<k, atunci ¢(z) = 0, iar r(z) = f(x), si atunci aceste
doud polinoame, si numai ele, verificd egalitatea {1).

Presupunem atunci n 2> k; vom lucra in modul urmitor:

Tmpirtim termenul de gradul cel mai mare din f(z) prin termenul

. . a .
de gradul cel mai mare din g(x), avemb—"x""' si cu acest termen
0
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fnmultim tot polinomul g(z) si produsul il scidem din f(z); putem
scrie atunci
flz) — 5 zhegla) = fil=)- (@)
by

N T va
Prin aceastd scadere, termenul de gradul cel mai mare apz™ v
dispare si diferenta, adica polinomul fi(x), va fi de un grad mai mic

decit n;’vom nota gradul lui fi(z) cu n,.

fulz) = alz™ + a2’ a4 o ey la, F 0 < Ry

Daca gradul lui f,(z) este mai mare sau egal cu gradul luLgf(’fg:
repetim din nou procesul de coborire a gradului, printr-o noua sca :

fula) — 2 amkegla) = fo(@). )
0
Gradul Wi fy(z) 11 notdm cu ny, si avem evident
ny < Ny < N
a limitat, la urma
Deoarece gradele n, n,, n,, ... DU pot sciddea nelimitat, 2
armelor va trgbui s ajunéemzia polinomul r(z), al cdrul grad va fi
nai mic decit gradul lui g(z). ] .
! in felul acegsta vom avea urmitorul sir de egalitati

flo — % 2" gla) = il
e, — 2 ani=* gla) = ()
b,

P R B U S A

al®

folx — zM~ftg(x) = r(x).
0 D ee s
Adunind toate aceste egalitdti, termen cu termen, si ficind redu-

cerile evidente cu fy(z), fo(), ..., fp{z), vom obine

1
(z = [‘i- gt B gneh g ﬂ[;"— x"p"‘]g(x) =z, (&)
b b, o
Daca notim aici
‘ I
glo) = T an B g L S (5)
0 0 bﬂ

egalitatea‘(&) se poate scrie

flz) = glx)-g(z + r(z) (6)

Cu aceasta teorema de existenta este demonstrata. adicd sd
Acum si trecem la demonstrarea teoremet de unicilate, & lCdt'Ssd
aratdm ci g(z) si r(z) formeaza unica pereche de polinoame care satl

face identitatea (6).
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Sd presupunem cé in afard de perechea ¢(z) si r(z), mai existi o
altd pereche de polinoame g,() si r,(z), in care gradul lui r, este mai
mic decit &, deci am avea identitatea

flz) = g(a)-qi(2) + ryfa). (7
Din identititile (6) si (7) obtinem
glx)-q(z) + r(z) = g(x)-q;(x) + rya), (8)

care se mai poate scrie
8(z) [g(2) — qu(x)] = ri(2) — r(a). (9}

)Ultima egalitate este posibild numai cu conditia ca si avem
9{z) = q:(2).

\ Intr-adevir, daci polinoamele g(z) 51 ¢;(z) nu sint identice, atunci
in partea stingd a egalititii (9) avind produsul

g(z) [q(z) — gq,(=)]

unde g(z) e de gradul k, iar diferenta q(z) — ¢,(z) cel putin de gradul
zero, produsul este de un grad mai mare sau ce! putin egal cu k.

In partea dreaptd a egalititii (9), atil r(x) cit si ri(z) sint de un
grad mai mic decit k, deci diferenta lor va fi de asemenea de un grad
mat mic decit k. .

Asa cd ipoteza g(x) % ¢,(x) nu poate si aibd loc, ciici ne conduce
la un rezultat absurd.

() Ramine atunci numai g(z) = ¢,(z), ceea ce atrage dupi sine si
rlz) = ri(z).
Cu ace)asta am demonstrat si teorema de unicitate.

Procesul impdrtirii cu rest necesitd efectuarea asupra
cocficientilor polinoamelor f(z) si g(z) a celor patru operatii
aritmetice: adunarea, scdderea, inmultirea si impirtirea;
de aceea g(x) si r(x) vor avea de asemenea coeficienti rationali.

Modul cum am obtinut in demonstratia expusi citul
si restul impdrtirii reda tocmai regula de impdirtire a poli-
noamelor cunoscutd inca din algebra elementari.

Astfel ca, demonstrind teorema impirtirii cu rest, am
dat in acelasi timp fundamentarea regulii elementare dc
impéartire a polinoamelor.

POLINOM IDENTIC NUL

6. Fie polinomul P (z):
P(z) = apx" + a;2" + a2 + ...+ a,_ 1% +

+ an—2x2 + ay_, x A,

Daci in acest polinom toti coeficientii sint nuli, adicd
avem

capitdm aga-numitul polinom identic nul.

Polinomul identic nul evident ia valoarea zero pentru
orice valori ale variabilei =x. '

Teoremi. Pentru ca un polinom P(z) si fie nul peniru
orice valoare atribuitd lut x, e necesar si suficient ca toft coe-
ficienii sai sa fie nuli. o § N

Condifia este evident suficientd, rdmine decl sd aratam
cid e si necesard.

Asupra acestei teoreme vom mai reveni mai departe, in capitolul

rivitor la rezolvarea ecuatfiilor. i ) o v
P Acum vom da o demonstratie, folosind metoda inductier matematice.

Pentru polinoamele de gradul intii
Plx) = apx + a4
teorema este adeviarata. ) . . . | p
Intr-adeviir, dacii pentru orice valori ale lui z binomu (z)
ia valoarea zero, atunci punind (in particular) # = 0, obtinem a; = 0
si, prin urmare, rdmine

P(x) = apz = 0.

Punem acum z = 1; obtinem a, = 0. . ]

Prin urmare, polinomul P(z) este un polinom identic nul.

S presupunem acum teorema adevirati pentru polinoamele
de grade mai mici decit n. § L ‘ i

Vom ardta ca in aceastd ipotezd ea este adeviratd si pentru poli-

noamele de gradul n. ) ) . |
Sd presupunem cid pentru toate valorile lui z, polinomu

P(z) = apa™ + a;a™t 4+ aya™ 2 F L+ any@® + apyx Fan =0 (1)

si vom ardta ci atunci ¢y = @, = a, = ... = ap = 0.

Pentru aceasta vom inlocui in identitatea (1) pe z cu 2z; vem
obtine

P2x) = 0o(22)" 4 a,(22)" + ay(22)"2 4 ..

+ an-s(22)® 4+ an(20) + an =0 (2)
sau fincd
P(2x) = 2Megga™ 4+ 2% 1ea @™ 2 2gp2" - Ll b
+ 2% an o2 + 2-ap,7 + ag = 0., (3)




8i inmultim egalitatea (1) cu 27 i sa scidem din ea, termen cu
termen, egalitatea (3); vom obline

2771 (2 — 1) @@ 4 2772 (22 — Q)apatE 4 ..+
4 22(27 — 1)@y, 22 + 2 (277 — 1) eqy_yz + (27 — 1)a, = 0. (4}
Prin ipotezd, un polinom de grad mai mic decit n nu poate fi
nul pentru orice valoare a Ilui z decit daci toti coeficientii sii sint
egali cu zero. ’

Din identitatea (4) rezulti atunci

21 (2 — 1), = 0 de unde a, = 0
M2 (22— 1)g, = 0 de unde a, = 0
22(272 — 1), = 0 de unde an_, = 0
2 (2 — 1)a,_, = 0 de unde a,_; = 0
2" — tja, =0 de unde a, = 0

Ainlocgipd aceste valori in identitatea (1), ne rimine ggz™ = 0 si
punind aici z = 1, gisim q, = 0. v
'i{‘eorvemg fiind adevirata pentru polincamele de gradul I, va fi
adeviratd si pentru cele de gradul II; fiind adevirati pentru poli-
noamele de gradul II va fi adevirati si pentru cele de gradul IIT.

n concluzie, va fi adeviratid, din aproape in aproape i
v entru poli-
noamele de orice grad. ’ p, pe. p P

CONDITIA CA DOUA POLINOAME SA FIE IDENTICE

7. Fie polinoamele P(z) si Q(x) de acelasi grad n:

P(z) = ay2" + a;2" + aya" 2 + ... +a, g2 +a, ,z+a, (1)
s

Q(x) = bga" + bya™ ! byt 41 4 b, g2+ b, 24D, (2)

cu a, == 0 s1 by == 0.
Presupunem cd ele sint identice, adici:
P(z) = Q(2) 3)

care se mai scrie

apr" + 4, 2" 4 2™ L a1 Fa, 2 +oa, =

= bo2" + bya" ™t + 02" A by 2 by b, (4)
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. Atunci diferenta celor doua polinoame trebuie sa fie
un polinom identic nul, adici:

P(x) — Qz) =0 ®)
sau
(@g — bo) 2 + fay — by) 2™ + (ay — by) 2™ + ... +
F (g — byp) 22+ (., — boq) 2+ (@ — b,)=0. (6)

In baza teoremei care di conditia ca un polinom si fie
identic nul, trebuie sa avem:

ag — by =10 ay = b

ay — by =0 a = b

ay — b, =0 de a, = by
St wnde |00 ®)

Ay _p bn‘Z =0 gasm Ap_g = bn—?

dny — bn—l =0 Apy = bn-]

an - bn - 0 a’n = bn

Egalititile (8) reprezintd conditia ca cele doud poli-
noame si fie identice. Asa c& putem enunta urméitoarea

Teoremi. Pentru ca doud polinoame P(x) si Q(z), deacelast
grad n sd fie identice, e necesar si suficient ca termenii deace-
lasi grad sd aibd coeficienti egali.

Observare. Trebuiesafim foarte atenti ca atunci cind avem
o identitate, si punem nu semnul = (egal, cu doua linii), ci = (identic
egal, cu trei linii). In general P(z) = Q(x) este o afirmatic si aratd
cd P(z) este egal cu Q(z) pentru orice z.

P(z) = Q(z) este o intrebare si pune in fata noastrd problema:
pentru ce 'vadori ale lui z vom avea P(z) egal cu Q(z)?

METODA COEFICIENTILOR NEDETERMINATI

8. Aceastd metodd se aplicd de obicei in cazurile cind
se cunoaste dinainte forma expresiei la care trebuie si se
ajungd in urma transformdrii unei expresii date, dar nu se
cunosc coeficientii.

Coeficientii numeric1 ciutatl se noteaza cu litere gi se
considerd ca necunoscute.
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In cazul polinoamelor, coeficientii corespunztori din
expresia polinomului dat si din expresia transformati
trebuie sd fie egali, punind condltla ca cele doud polincame
si fie identice.

Obtinem astfel un sistem de ecuatii pentrudeterminarea
coeficientilor necunoscuti.

Mai putem obtine un sistem de ecuatii pentru deter-
minarea coeficientilor necunoscuti si astfel: egalind valoarea
expresiei date si a celei transformate pentru valori parti-
culare ale variabilelor.

Vom limuri aplicarea metodei pe citeva exemple.

Exemplul I. Si se efectueze produsul

(€ +2)(x +3)(z + 4) (x -+ 5).

Produsul este un polinom de gradul 1V, coeficientul
lui 2* fiind egal cu 1, iar termenul liber 2. “3.4. 5=120;
putem scrie deci

(z +2)(x +3)(x +4)(x +5) = 2* + A2® + Ba® +
L Cx 120, . (1)

Pentru aflarea coeficientilor necunoscuti A, B, C vom
da valori particulare lui z. Astfel

—2 avem — 8A-+ 4B-—-2C+136=0 (23
pentru = —3 avem — 274+ 9B-—-3C+201=0 (3)
pentru x = —4 avem — 64A-LF16B—4C1-376=0. (4)

Rezolvind sistemul format de ecualiile (2), (3) si (4),
se gaseste

pentru z =

A =14; B =71; € =1b4.
Prin urmare, putem scrie

(z+2) (x4 3) (x4 4) (x +5) = 22+ 14a® + 7122+ 1542 + 120.
Exzemplul Il. S§ se facad impirtirea
(625 4 T2* — 33a% — 292 — 42): (32% — 4a® + 2—7)

utilizind metoda coeficientilor nedeterminati.
Citul va fi un polinom de gradul 11, de forma ax2-1-bx tc,
coeficientli a, b, ¢ rdminind deocamdatd nredeterminafi.
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Restul, trebuind si fie de un grad mai mic decit impér-
titorul, va fi cel mult de gradul II, de forma pa®-+4qx—+r,
unde coeflclentll p,q,r, rdmin deocamdati tot nedeterminaii.

In baza identititii impartirii cu rest

Pla)=1(x)-Q(2) + R (2),
putem scrie
62% + 72* — 3322 — 292 — 42 =
=328 — 422 42 —7) (az® + bxr +¢) +pa® +gr+r (1)
sau, efectuind toate calculele i ordonind in partea dreapli,
avem:
62° + Ta* — 3322 — 292 — 42 = 3aa® + ( — ba + 3b)x* 4
+ (@ — 4b 4+ 3¢) 28 +(— Ta + b — bc + p) 2® +
+(=Tb+c+q@a+(—"Te+r). (2)

Aplicim conditia ca cele doud polinoame si fie iden-
tice, scriind cd termenii de acelagi grad au coeficientii egali

x’ | 3a =
i —4a--3b =17
x3 i a—4b--3c =0 3)
2| —Ta+t+ b—betp = —33
xl ! —7b+ ¢-t+gq = —29
20| —Tetr = —42.

Relatiile (3) formeazd un sistem de 6 ecualit cu 6 ne-
cunoscute: a, b, ¢, p, q, .

Rezolvind acest sistem, se gdsegte

a=2; b=5; ¢c=6; p=0; ¢=0; r=0 ‘i

Coeficientii restului fiind toti nuli, inseamnd cd im-
pirtirea se face exact si putem scrie:

625 + Tzt — 3322 — 29z — 42 =

= (32® — 4a? + z — 7) (22* + 5z + 6).
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IMPARTIREA PRIN z — o

9. S& analizdm cazul particular, foarte important in
aplicatii, de impdrtire a polinomului P(x) de gradul n
-P (‘T) - aowﬂ_}_alxn—l_{_azxn—Z_{_ e "*- an-2x2+an-lx+an (1)
prin binomul x—a.

54 demonstrdm urmitoarea

Teoremd. Restul impdrtiric unui polinom P(x) prin
(x — a) este egal cu valoarea numerici a acestui polinom
pentru x = a, adicd

R =P(a) =aya" + a;a" '+ ... +a,_; a + a,. (2)

Demonstratie.

Scriem identitatea imp&rtirii cu rest, in cazul nostru

Pr)=(x — a)-Q(z)+R. (3)

Citul cdutat Q(z) este un polinom de gradul n—1, iar
restul trebuind si fie de un grad mai mic decit 1, gradul
impdartitorului x—a, el va fi o constant#, adici un numar.

Identitatea (3) este valabild pentru orice valoare pusa
in locul lui =z.

Vom lua pentru z valoarea a; atunci vom avea

I'(a) =(a—a)-Q(a)+ 1

sau, deoarece a — a = 0, ne riamine

P(a) =R ' (%)

Deci, teorema e demonstrati.

Aceastd teoremd, cunoscutd sub numele de feorema lui
Bézout, este foarte importantd si utild atit in aplicatii cit
si prin consecintele pe care le are. . '

Folosind aceastd teoremd, se poate gist restul fard a mai
face impdrtirea polinomulut P (z) prin x— a.

IExemplul I. Pentru a gidsi restul impértirii po-
linomulus

P(x) =22% — 322 — z 41 prin z — 2,
substituim in polinom z=2; avem

R=P(2)=2.28—-3.22—-241=2.8—-3.4—1=16—12—-1=3.
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Exemplul II. Si se giseascd restul impdrtirii
polinomului
P(x) =3a% —a% — 22 — z +1

prin binomul x 42, fird si se faca impdrtirea. X
Deoarece putem scrie x +2=z—(—2), aici avem a=—z.
Asa cd vom avea

R=P(—2) = 3(—2)'—(—2°—2(—2—(—2)+1 =
=3.16—(—8)—2-442+1 = 484+8—-84-3 = 51.
10. Regula de aflare a citului. Schema lui Horner.

Pentru calculul coeficientilor citului si ai restului divi-
ziunii polinomului

P(‘T) = aoxn + alxn“l + a2xn—2 + . + a71—2x2 + An 1% + an (1)
prin binomul z — a, folosim urmatorul procedeu:
Scriem identitatea impértirii cu rest
P(2) = (z — a) - Qz)+R. 2)

Deoarece gradul citului Q(z) obtinut prin impértirea
polinomului P(z) cu 2—a trebuie sd fie mai mic cu o unitate,
Q(x) va fi de gradul n—1, asa cd putem pune

Q (%) = bo™ + by8" 2 + v A by g+ by_qe 3)

Inlocuim expresiile lui P(z) si Q(x) in egalitatea (2);
obtinem

" + a2+ a2 i+ e, 02P a7 F =
z=(z—a) (b 4 033" 2+ by 3 4.+ by o+ by ) +R. (4)
Efectuiim separat inmultirea in partea dreaptd

(box" ™+ byz" 2 + by 3 A4 L A by + bny) (2 — a)

box™ + by 4 by + .+ b, 2 + by

— abyz™ — abya"? — ... — ab, ,x — ab,_,

box™ + (by — abg)a™? + (b, — ab)a"® + ... +
+ (bn—l - abn—z)x - abn—1°
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Inlocuind acest rezultat in egalitatea (4) avem
@™ + @@ + a7 - Lt 4,2 4, e, =

= b2 + (by — abg) 2™ + (by — ab,) 22 + ... -+

+ (bn-l -

ab, 5)x + (R — ab,_4). )]

Egalind in (5) coeficientii acelorasi puteri ale lui z,

obtinem egalititile

coef. lui 2"
coef, Tui z"1
coef. lui z™2

coef. luil =

termenul liber

by = a,
by = aby +
by =ab; + a,

' bn-l = abn—‘z + an
R = ab,_y + Gn

ay = by

(©)

@)

Formulele (7) ne dau
posibilitatea sid gisim
succesiv coeficientii ci-
tului si restul.

Calculele dupa formulele (7) se fac cel mai simplu dups
schema urmiitoare, cunoscuti sub denumirea de schema

lut Horner.

" ! "2 e at z°

22 ay ay C Ay a,

@  aby +a, aby +ay ...abn_y -+ a,_, ab,_ , + a,

by by by by R
Citul Q(2) Restul

..‘i'n rindul de sus al schemei lui Horner sint scrisi coefici-
entii polinomului P(z), iar in rindul de jos, coeficientii
by, by, byy..., byy ai citului si restul R.
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Sa examinidm schema lui Horner, ca si vedem cum putem |
deduce coeficientii citului

Q) = bt 4+ bya™? - b2 4 L bu_o -+ bny

si restul R.

Primul coeficient al citului b, este egal cu a,, tocmai
primul coeficient al polinomului P(z) (presupunem ca am
ordonat deimpirtitul dupid puterile descrescdtoare ale lui x).

Al doilea coeficient b, = ab, + a, a fost format astiel:
am finmultit coeficientul precedent b, (adicd ao) cu a si
la produs am addugat a;.

Coeficientul al treilea b, = ab; + a, a fost format in mod
analog: s-a inmultit coeficientul precedent b; tot cu a si
ia produs s-a addugat a, i asa mai departe.

Pentru o mai bund Iimurire a modului cum se aplicd
schema lui Horner, vom da citeva exemple.

Exemplul I. Utilizind schema lui Horner, s se
impartd polinomul

P(x) =225 — 52> — 8z + 1
cu binomul z — 3.

Vom forma schema lui Horner. In cazul de fat# insd
trebuie si fim atenti, ca si scriem toti coeficientii lui P(x),
fird a omite nici unul.

Astfel, in polinomul dat lipsesc termenii cu x* si a2,
de aceea coeficientii lor sint egali cu 0 (zero).

Pentru a evita vreo omisiune la scrierea coeficientilor
in schema lui Horner, se recomandd ca deasupra schemei
sd notdm in prealabil toate puterile lui x, in cazul nostru
de la 2 pind la 29, care reprezintd termenul liber.

Procedind aga, vom fi siguri ¢ nu ne va scdpa nici un
coeficient.

Asa c¢d vom avea
x5 z% 23 l z2 ‘ 2zt 20

2 0 -5 0 —8 1
3] 202:34-0—6/6-3—5=1313-31-0=39/39.3—8=109{109.3+1—328

Citul Q () Restul R
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Facem din nou schema lui Horner si pentru polinomul
Qu(z) =2t —2® +z—1

T 8 z> x! x°
1 —1 0 _ 1 —1
91 oo 0 1| o

Citul Qy(x) Restul R,
Avem atunci Q,(z) = (z — 1) Qp(x) sau
2t — a3 +x—1 =(x— 1) +1).
Se vede imediat c¢i noul cit 231 nu se mai imparte

la (z — 1). .
in felul acesta, polinomul P(z) se imparte lva .(x;— 1) ;
insd nu se imparte la (x—1)3, astfel ca 1 este rdddcind dubld

a lui P(x) si putem scrie
25— 228 +a® +a?— 2z +1 =(x— 1D2(2® +1).

2
?

Observare. La acelasi rezultat putem ajunge in cazul de
fatd printr-o grupare convenabili a termenilor polinomului

28 — 224 + 28 2 — 22+ 1 = a3 (22 — 2z + 1) +
+(x2—2x+1)=(x2—29c+1)(x3+’1)=(x—l)z(x3+1).

EXERCITII SI PROBLEME PROPUSE

Fird a efectua impirtirea, si se afle restul impértirilor
1. a) (3a* — 223 + 522 —x +2) 1 (¢ — 1);
b) (a8 — a® — x* -+ 3a® — 2a? 4+ bxr—4) : (x + 2).
)

2. a) (z* + 22% + 2% — 4z + 6) :(x——%);
b) (x5—x4——2x3+x2——x—-2);(x 4_%).

3. a) (23 4 622 — bz — 2) : (22 +1);
b) 2zt — 628 + 4a? 4 8z — 2) : (22 — 3).
4. Si se determine pentru ce valoare a lui a polinomul
945 — 328 + 1122 — 2 + a impdrtit cu x + 2 da restul 3.
5. Pentru ce valoare a lui k, polinomul 223 — 3x? +
4 kx — 6 impdrtit cu  — 2 da un rest egal cu 6°?
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6. Se dd polinomul 223 — 32% — ax + b. Si se determine
valorile numerice ale lui a si b, astfel incit polinomul im-
pirtit cu z +1 sd dea un rest egal cu 7 si impértitcux —1
s dea un rest egal cu 5.

7. Se da fractia gl 4; 2t — 5 _ASxZ e
? xzt 4 52* 4 522 — 5x — 6

Folosind teorema lui Bézout, sd se spund dacd fractia
poai}‘e fi simplificatd cu: z—1; z4+1; 2—2; z+2; 2—33
z+3.

Sa se afle restul si citul impértirii polinoamelor:

8. 228 — 1125482 41723 —T2%+132x—10 prin (r—4).

9. 328—227 +-525— 2025 — 1624723 + 2224+3x—10
prin (r—2).

10. Sa se arate cd polinomul

2l — 32% 4225 4 22f — 22° — 222 437 — 1

este divizibil prin (z — 1)3 s1 sd se afle citul.

11. S& se arate c¢i polinomul z° + 2% — 6% — 142% —
— 11z — 3 se divide prin (x + 1)%. Si se afle citul.

12. Polinomul P(x)=na"*' — (n+1)2" 41, unde r este
intreg si pozitiv, e divizibil prin (z —1)2. Sa se afle citul.

13. Polinomul

P(x) =n2a"*? — 2n2+2n — D" - (n 1) — 2z — 1

(n intreg si pozitiv) e divizibil prin (x—1)3. 5S4 se afle citul.
14. S& se determine m, n, p, astfel ca polinomul
P(xy= 2* + 523 + ma® -+ nx + p si se impartd exact cu
Q)= % + 222 + 3 + 4 s1 in acest caz sd se afle citul.

- 15. S&4 se determine a i b, astfel incit polinomul

P(x) =2 +az® — 22 + bx -+ 3 impirtit cu (z — 2) sd

dea restul 5, iar impartit cu (z -+ 3) sd dea restul 120,
16. S& se determine coeficientii A si B, astfel incit poli-

nomul P(x) = Az"* 4 Ba™ 4 2 sd fie divizibil cu (z — 1)2.
17. S& se determine polinomul P(x) = 25 -+ ax? +

+ bz 4 ¢, stiind cd impdrtit cu x —1; z +1; z - 2

dd respectiv resturile 4+ 1; — 1; - 41.

18. Si se giseascd restul tmpirtirii unui polinom f(z)

prin 2% 4+ 1.

19. Care este ordinul de multiplicitate al radacinii 2, =2

pentru polinomul f(z) = % — 52 + Ta® — 222 + 4o — 8?
20. Si se determine A si B, astfel incit Ax* 4 Bx3 +1

sd fie divizibil cu (z — 1)2.
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Ezercuvtii. 1. Sa se giseascd citul si restul in ur-
matoarele impartiri

1) 22 — 2% — 2* +3x — 2 prin z — 2
2) a* — a? 22 — 3 prin z +1-
3) z* — 22 — 3z +1 prin x — 2
) 25 — 224 + a2 — 1 +3 prin z +2
5) 2 — 223 422 —3x -4 prin z —1
6) 2% — z* 4-223 — 622 42 prin z +1.

2. S4 se arate ci

1) a® — a® este divizibil prin z — a,
2) 2271 - g2 este divizibil prin z + a.
3) x¥™ — a® este divizibil prin z — a §i prin z 4 a.

RADACINILE POLINOMULUI

12. La impartirea polinomului P(z) prin binomul x — «,
prezintd o importantd deosebitd cazul cind impdriirea se face
exact. Acest caz este strins legat de notiunea de rdddcind.

Definitie. Numdrul a se numegte raddcina polinomu-
{ut P(x), daca valoarea polinomulut P(x) peniru x=a este
egald cu zero, adicd P(a) =0.

Asadar, orice rddicind a polinomului este o solutie a
ecuatiei P(x) = 0.

Ezxemplu Numidrul —3 este raddcina polinomului

223 4+ 722 4 bx + 6,
deoarece pentru = — 3 valoarea corespunzitoare a polino-
mului este egald cu zero.

Teoremi. Pentru ca polinomul P(x) sd fie divizibil prin
binomul (x — a), este necesar st suficient ca numdrul a sa fie
o rdddcing a polinomului P (x).

Demonsiratie.

Conditia este necesard. Intr-adeviir, dacd P(z) se divide
prin (z — a), atunci are loc identitatea

P(x)=(r — a)Q(x).
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Dar pentru z =a, partea a doua, deci si P(z), se anu-
leazi, adicd P(a) =0. '

Conditia este suficienti. Intr-adevir, dacd a este o ridi-
cind a polinomului, atunci P(a) =0.

Dar P(a) = R este restul diviziunii lui P(z) prin (x — a).

Prin urmare, R=0 si P(x) se divide prin (z — a).

Observare. Citeodatd, in loc sia vorbim despre radicina
polinomului 2 (x) vorbim despre rddicina ecuatiei algebrice P (z) =0.

Teorema de mal sus constituie una din consecintele
cele mai importante ale teoremei lui Bézout si pe care o
vom retine sub forma urmé&toare:

Pentru ca P (z)i(x — a), trebuie ca P(a) =0, adici
a si fie o rdddcind a ecuatiei P (x) =0.

Invers, putem spune:

Daci « este o ridicind a ecuatiel P(x) =0, adicd P(a) =0,
atunci P (x) este divizibil cu (2 — a).

13. Ridicini multiple. Se poate intimpla ca poli-
nomul P(z) de gradul n sd se impartd nu numai la (z — a),
dar si la o putere oarecare a lui (x — a).

In acest caz, facem conventia ca a si fie denumitd rddd-
cind de ordinul k de multiplicitate a polinomului P (z), dacd
P (x) se imparte la (x — a)*, dar nu se imparte la (z — a)*L.

De exemplu, dacd P(z) : (x — a)?, dar P(z) nu . (z — a)3,
zicem ca a este ridicina dubld a lui P(x) (sau este rdddcina
de ordinul de mulliplicitate 2).

De asemenea, daci P{z) : (x —a)?, dar P(z) nu : (x — a)?,
zicem cd a este rddicind tripld a lui P(z) (sau este rdddeind
de ordinul de multiplicitate 3).

Ezxzemplu Numirul 1 este rdddcina polinomului

P(z) = a5 — 2zt + 2% 4+ 22 — 22 + 1,

Sa se giseasca ordinul de multiplicitate al acestei ridd&cini.
Facem schema lui Horner.

a8 xt a3 22 2 z0

] 1 —2 1 1 —2 1

10 1 | =1t | o | 1 |—=1] o
Citul Q, () Restul R,

Avem atunci deocamdatd P(z)= (z — a) - Q,(z), adici

25 — 2t 2t 2 — 2 + 1 =(x —1)(z* — 23+ x —1).

7 — Algebra cl. a X-a reala o




Facem din nou schema lui Horner si pentru polinomul
Qu(z) =2t —2® +z—1

T 8 z> x! x°
1 —1 0 _ 1 —1
91 oo 0 1| o

Citul Qy(x) Restul R,
Avem atunci Q,(z) = (z — 1) Qp(x) sau
2t — a3 +x—1 =(x— 1) +1).
Se vede imediat c¢i noul cit 231 nu se mai imparte

la (z — 1). .
in felul acesta, polinomul P(z) se imparte lva .(x;— 1) ;
insd nu se imparte la (x—1)3, astfel ca 1 este rdddcind dubld

a lui P(x) si putem scrie
25— 228 +a® +a?— 2z +1 =(x— 1D2(2® +1).

2
?

Observare. La acelasi rezultat putem ajunge in cazul de
fatd printr-o grupare convenabili a termenilor polinomului

28 — 224 + 28 2 — 22+ 1 = a3 (22 — 2z + 1) +
+(x2—2x+1)=(x2—29c+1)(x3+’1)=(x—l)z(x3+1).

EXERCITII SI PROBLEME PROPUSE

Fird a efectua impirtirea, si se afle restul impértirilor
1. a) (3a* — 223 + 522 —x +2) 1 (¢ — 1);
b) (a8 — a® — x* -+ 3a® — 2a? 4+ bxr—4) : (x + 2).
)

2. a) (z* + 22% + 2% — 4z + 6) :(x——%);
b) (x5—x4——2x3+x2——x—-2);(x 4_%).

3. a) (23 4 622 — bz — 2) : (22 +1);
b) 2zt — 628 + 4a? 4 8z — 2) : (22 — 3).
4. Si se determine pentru ce valoare a lui a polinomul
945 — 328 + 1122 — 2 + a impdrtit cu x + 2 da restul 3.
5. Pentru ce valoare a lui k, polinomul 223 — 3x? +
4 kx — 6 impdrtit cu  — 2 da un rest egal cu 6°?
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P(xy= 2* + 523 + ma® -+ nx + p si se impartd exact cu
Q)= % + 222 + 3 + 4 s1 in acest caz sd se afle citul.

- 15. S&4 se determine a i b, astfel incit polinomul
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dea restul 5, iar impartit cu (z -+ 3) sd dea restul 120,
16. S& se determine coeficientii A si B, astfel incit poli-

nomul P(x) = Az"* 4 Ba™ 4 2 sd fie divizibil cu (z — 1)2.
17. S& se determine polinomul P(x) = 25 -+ ax? +

+ bz 4 ¢, stiind cd impdrtit cu x —1; z +1; z - 2

dd respectiv resturile 4+ 1; — 1; - 41.
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prin 2% 4+ 1.

19. Care este ordinul de multiplicitate al radacinii 2, =2

pentru polinomul f(z) = % — 52 + Ta® — 222 + 4o — 8?
20. Si se determine A si B, astfel incit Ax* 4 Bx3 +1

sd fie divizibil cu (z — 1)2.
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CAPITOLUL IIT

CEL MAI MARE DIVIZOER COMUN
SI CEL MAI MIC MULTIPLU COMUN
AI NUMERELOR S1 POLINOAMELOR

CEL MAI MARE DIVIZOR COMUN '
SI CEL MAI MIC MULTIPLU COMUN AI NUMERELOR

DIVIZORUL COMUN §1 CEL MAI MARE DIVIZOR COMUN
A BOUA NUMERE

1. Am viizut ci numecrele naturale se impart in trei
clase: . ) o ‘

1) Numere prime care nu au decit doi divizori: uni-
tatea si ele insele. ' )

2) Numere compuse care in afard de unitate si de ele
fnsele mai au §i alti divizori. S

3) Unitatea care nu face parte nici dintre numerele
prime, nici dintre cele compuse. Ea este singurul numar
care are un singur divizor. .

Si luim doud numere compuse, de exemplu 36 si 48,
si si seriem toti divizorii lor:

36:1, 2,3, 4, 6,9, 12, 18, 36 (9 d1v1zo¥'1). .

48:1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 16, 24, 48 (10 divizori).

Numirul divizorilor unui numér oarecare, evident, este

finit; in cazul nostru, observim ci 36 are 9 divizori, iar 48

are 10 divizori. . . ) o
Printre acesti divizori sint unii care figureaza atit

la 36, cit si la 48 si putem scrie:
(36, 48) i1, 2, 3, 4, 6, 12,
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Acesti divizori, care sint comuni celor doud numere,
se numesc divizor, comuni, deci:

Prin divizor comun a doud sau mai multe numere date
se intelege un numdr prin care se divid toate numerele date.

In cazul nostru, numerele 36 si 48 au ca divizor: comunt
numerele: 1, 2, 3, 4, 6, 12 (6 divizori comuni).

Numdrul divizorilor comuni evident ci este si el finit.

Dintre acesti divizori comuni, cel mai mic este evi-
dent totdeauna 1, iar cel mai mare (in cazul nostru 12)
prezintd o importantd deosebiti. El se numeste cel mal
mare divizor comun, prescurtat c.m.m.d.c., deci:

Cel mai mare divizor comun a doud sau mai mulle numere
date este cel mat mare dinire divizorii comuni ai acestor numere.

Dacd avem doud numere, a si b, cel mai mare divizor
comun al lor se noteaza prin simbolul (a; b) si in cele de
mai_jos vom folosi aceastd notatie.

In cazul numerelor 36 si 48 putem scrie (36; 48) = I2.
Tot astfel, putem gisi

(12; 15) = 3; (25; 35) = b; (72; 96) = 24,
NUMERE PRIME INTRE ELE

2. Se numesc prime intre ele numerele al ciror cel mai
mare divizor comun este unilatea.

De exemplu (10; 21) = 1.
n acest caz, cel mar mic divizor comun, care evident
este 1, se confundd cu cel mai mare divizor comun.

Obser vare. Si nu se confunde notiunile de prime intre ele si
prim. Doud numere pol fi prime intre ele, {iird ca si fie si prime tiecare
separat. De exemplu: 12, 35.

~ Dacd (a; b; c;...) = 1, atunci numerele a; b; c;... sint numere
prime intre ele.

Daca fiecare dintre numerele a, b, c,... este prim cu fiecare din
celelalle numere, atunci numerele a, b, c,... se numesc prime doud cite
doud. Este evident cd in cazul a doud numere, notiunea ,,prime intre
ele” coincide cu uotiunea . prime doud cite doud™.

Ezxemptlut 1.(29;53;100; 105) = 1, deci numerele
29, 53, 100 si 105 sint prime intre ele deoarece, in afard
de 1, ele nu au nici un alt divizor comun. Observam, in
cazul de fatd, cd din cele patru numere, doui: 29 si 53 sint
numere prume, iar celelalte doud: 100 si 105 sint numere
compuse.
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Ezemplul 2. (11; 17; 24) =1, in cazul acesta
numerele sint nu numai prime intre ele, dar mai sint si prime
doud cite doud; intr-adevir (11; 17) =1, (I1; 24) = 1,
(17; 24) = 1.

AFLAREA CELUI MAI MARE DIVIZOR COMUN
A, MAT MULTOR NUMERE

3. Aflarea celul mai mare divizor comun a doud sau mal
multor numere este una dintre problemele importante ale
aritmeticii.

In clasele elementare el se afld prin metoda descom-
punerii numerelor in factori primi.

De exemplu, pentru a gisi c.m.m.d.c. al numerelor
540 s1 576, s-a procedat in felul urmétor:

1) S-au descompus intili numerele in factori primi,
gisindu-se: 540 = 22 X 3% xb, 576 = 2% x 3% .

2) S-a luat produsul factorilor primi comuni, luati fie-
care la puterea cea mai micd la care se gisesc

(540; 576) = 2% x 3% = 36.

Dacid, de exemplu, s-ar fi cerut sd se afle c.m.m.d.c.
pentru numerele 540; 558; 576, s-ar {1 gdsit

1) 540 = 22X 32X 5;2) (540;558;576) = 2 X 32 = 18.
558 = 2 x 32 x 31 '
576 = 26 x 32.

Aceastdi metodd elementari din aritmeticd, de a gisi
c.m.m.d.c. al mai multor numere, cu ajutorul descom-
punerii numerelor in factori primi, prezintd avantajul ca
este expeditivd din punctul de vedere al desfaguririi calcu-
lelor, are insi marele dezavantaj ci metoda nu se poate
aplica si in algebrd, cind va trebui sd gisim c¢.m.m.d.c.
a doud polinoame.

Vom da de aceea, in cele de mai jos, o metodd, care
se va putea aplica atit in aritmeticd, la aflarea c.m.m.d.c.
al numerelor, cit si in algebrd, la aflarea c.m.m.d.c. al
polinoamelor.

Vom da, in prealabil, dou&d teoreme de care ne vom
folosi in cele de mai jos, pentru aflarea c.m.m.d.c. a doud
numere.
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Teorema I. Dacd din doud numere date, numdrul cel
mare este divizibil prin cel mic, c.m.m.d.c. al lor este nu-
marul cel mic.

Trebuie sd ardtdm c&

dacd a ib  atunci (a; b) = b,

Prin ipotezd, avem: a i b, iar numdirul mic b este evi-
dent divizibil prin el insusi & : b, rezulti cd acest numir
este un divizor comun al numerelor date a si b, si anume
c.m.m.d.c., deci avem: (a; b) = b.

Teorema II. Dacd din doud numere date, numdrul cel
mare nu este divizibil prin cel mic, atunci ¢.m.m.d.c. al
-acestor numere va fi acelasi cu c.m.m.d.c. dintre numdrul
cel mic gt restul provenit din impdriirea numdrului mai mare
la numdrul mai mic. '

Se dau numerele naturale a 1 b, cu conditiile

1) a >b, 2) a nuib, deci 3) a=bg+r,
Se cere sid se demonstreze ci:
dacd 4) (b; r) = ¢, atunci 5) (a; b) = c.

Ludm egalitatea a = bg + r.

Observam cd orice divizor comun al numerelor a si b,
divizind pe @ $i primul termen bg al sumei din partea a
doua, va divide si pe r; deci va f1 divizor comun al nume-
relor b gi r, adicd al numdrului cel mic b si al restului di-
viziunii numerelor a si b.

Invers, orice divizor comun al numerelor b si r va divide
si suma bg 4 r, adici pe a, deci va fi un divizor comun
al numerelor a i b.

In concluzie, c.m.m.d.c. al numerelor a §i b este s
c.m.m.d.c. al numerelor b §i r §1 invers.

Deci, putem scrie (a; b) = (b; r).

De exemplu, dacd ludm numerele 96 si 60, avem

96=60-1 + 36 si (96; 60) = (60; 36).

Dar (60; 36) = 12, deci si (96; 60) = 12,

ALGORITMUL LUI EUCLID

4. In matematicd, aldturi de rezolvarea unor probleme
separate, joacd un rol important schemele de rezolvare a
unor categorit de probleme asemdadtoare.
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Folosirea acestor scheme e tot atit de veche ca si matema-
tica insdgi, dar abia in timpul orinduirii feudale, o data cu
dezvoltarea comertului, li s-a acordat o impoertantd deosebita.

Acestor scheme li s-a dat numele de algoritm.

In timpul orinduirii feudale, prin algoritm se intele-
geau regulile pe baza cdrora se fdceau cele patru operatii
aritmetice in sistemul zecimal.

In veacul al IX-lea, astfel de reguli au fost date de ma-
tematicianul arab Alhvarismi.

Dupéd numele lui, aceste reguli au fost denumite in Eu-
ropa prin cuvintul alkoersin. Mai tirziu, din cauza ameste-
cdrii acestui cuvint cu ‘cuvintul grec ariimos = numir,
aceastd denumire s-a transformat in algoritm.

Notiunea vagd si imprecisd de algoritm, care in prima
aproximatie se poate caracteriza ca un ansamblu de reguli
bine determinate, care fiind aplicate mecanic duc la un rezul-
tat sigur intr-un mare numdir de cazuri, a fost studiata din
mai multe puncte de vedere, definindu-se astfel notiunea
de algoritm in mai multe feluri; cea mai interesanta, deoa-
rece depiseste cadrul operatiilor aritmetice si e suscepti-
bild de aplicatii la conducerea proceselor de productie,
este definitia algoritmului normal — stabiliti de savantul
sovietic A. A. Markov in 1948.

Sub influenta unor rezultate ob{inute de matematicianul
sovietic P.S. Novikov si de cidtre alti matematicieni, precum
si datoritd nevoilor impuse de auton}aticé, in U.R.S.S.
teoria algoritmelor a luat o mare dezvoltare.

Planul septenal sovietic prevede o dezvoltare deosebitd
a tehnicii calculului, care este strins legatd de teoria si
practica algoritmizdrii.

Algoritmul lui Euclid serveste pentru gasirea celui
mai mare divizor comun a doud numere date, prin metoda
impartirilor succesive.

Fie a si b, doud numere naturale; dacé

a = b, atunci evident (a; b) = a.

S& presupunem cd numerele a i b sint diferite; pentru
a fixa ideile, sd admitem c¢d a > b si acum sd trecem
la gdsirea celut mat mare divizor comun al numerelor a si b,
prin procesul de calcul care este algoritmul lui Euclid.
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Acest proces constd in urmditoarele:

1) Impértim a cu b; avem a = bq, -+ ry, 1)
unde ¢; este un numér natural, iar r, < b;
dacd r; = 0, procesul este terminat si (a; b) = b.

2) Dacd r; 72 0, impéartim b la r;
avem b = ryq, + r,, (2)
unde ¢, este, de asemenea, un numir natural, iar r, < r,;
dacd ry = 0, procesul este terminat si (a; b) = (b; ry) = r,.

3) Daca r, == 0, impirtim, r, la ry;
avenr ry =r1, ¢y + rs. (3) ete.

Sd ardtim cd procesul este totdeauna finit, adicd pentru
un indice n 4 1 anumit, restul r,,, se va anula.

S& presupunem cd procesul ar fi infinit; vom arita
ca acest lucru nu poate sd se intimple.

Deoarece b >r; >r, >r; > ..., rezultd cd restu-
rile, fiind numere intregi pozitive descresciteare, nu pot
descreste nemdrginit, prin urmare, procesul este finit si
pentru un anumit indice ,n 4 1, avem

Pnyq = 0.
Ultima egalitate a acestui proces va fi
Tn—1 = I'nQn+;-

Sa scriem tot sirul de impértiri cu egalititile respective
ce rezultd din ele

1y a : b =y, (restr;) de unde a = b ;4 r,
2) b :ry=y¢, (vestry) de unde b = r;-g,+ r,
3) ryiry = g3 (rest ry) de unde ry; = ryg, + ry
4) ry 1ry = g, (vestr,) de unde r, = ryq, + r,

R—=U)rn_y Ty =Gy (restr,_;)deunder,_s=r, o -q._, +
+ rn——l
R)Tp—y iTp—y = ¢, (rest r,) de unde r,_, = r,_;-q, +r,
nA-1)rp 1Ty = Guyy (fardrest) de unde r,—; = r,-g,1,.
Sd ardtam cd ultimul rest diferit de zero (sau, ceca
ce e tot una, ultimul impértitor), adicd numirul r,, este
c.m.m.d.c. al numerelor « si b.
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in adevir, in virtutea teoremei a Il-a, demonstratd
mai sus, putem scrie

(@; b) = (biry) = (ry; Ta) = (ra; rs) = (r3; ry) = -
o= {Fp—g} Tn—1) = (Fn—y; ), iar in virtutea teoremei I,

(Fu—1; Tn) = Iy, deoarece ry_;irg.
Deci am demonstrat c&

Operatia de aflare a celui mai mare divizor comun a doua
numere a si b se dispune astfel

&lltéu- 41 9z qs Gy | * i Ona] I | Yner
|
a b "y 7o rg |+ ¢ *|{Tn=3 |’ n—2|"n=1| 7"n
. Ve . o |Restu-
r ry ry P Foeq | 7 rile

Exemplul I. S& se gaseascd c.m.m.d.c.al numerelor
1679 si 345.

Incepem impdrtirile succesive; vom gisi
1) 1.679:345 = 4 deci 1 679 = 3454 + 299

1 380
=299 si (1 679;345)=(345;299).
2) 345:299 = 1 deci 345=299-1 4 46
299 ﬁ
=46 si (345;209)=(299;46).
3) 299:46=6 deci 299=46.6 + 23
276 '
=23 si (299; 46)=(46;23).
4) 46:23=2 deci (46;23)=23, pentru ci 46 ;23
46

Asa cd am gasit (1 679;345) = 23.

106

Calculele ficute se pot rezuma in tabloul urmitor

Cituri | 4] 1] 6] 2 |

1679 | 345 | 299 | 46 l 23

T 299 | 46| 23| 0 |Resturi
6

si (1679; 345) —=23.

E bine sd ne obignuim ca toate calculele intermediare
sd le facem mintal, sau, eventual, separat si problema
s-0 incepem direct cu acest tablou.

Ezemplut 1l. S3 se gaseascd c.m.m.d.c. al nume-
relor 852 si 192,

Vom avea direct tabloul

Cituri 4 2| 3 2
862 | 192| 84 | 24| 12 | deci (852;192)=12
84 | 24| 12 0 | Resturi

Intrucit c.m.m.d.c. a doudt numere se géseste prin algo-
ritmul lui Eueclid printr-un sir de impértiri succesive,
metoda intrebuintata se mai numeste s1 metoda impdrti-
rilor succesive.

Acum putem sa ddm si o reguld.

Pentru a gdasi c.m.m.d.c. a doud numere prin metoda
impdriirilor  succesive (algoritmul lui Euclid) impdrtim
numdrul cel mai mare prin cel mai mic, dupd aceea pe
cel mai mic prin primul rest, apot primul rest prin al doilea,
pe urmda restul al doilea prin al treilea etc., pind ce se ob-
fine un rest zero. Atunci ultimul impdrtitor (adicd ultimul

rest diferit de zero) va fi cel mai mare divizor comun al nu-
merelor date.

Observarea I: Cel mai mare divizor comun a doud sau mai
multe numere se mai numeste si eedivizor maxim.

Observarea II: Dacd ultimul rest este egal cu unitatea,
numerele date nu au alt divizor comun decit unitatea; astfel de nu-
mere se stie cd sint prime intre ele. )
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De exemplu, sd se gaseascd c.m.m.d.c. al numerelor 29 si 105.
Avem )
‘ 3‘ 1\ n 3y 1 1\ 3

105 29% 18\ 11 14 4 3 1

18] ]1l 7l 4 3 1 O
Deci (29; 105) = 1 31 cele doud numere sint prime intre ele.

Observarea ill: Dacd doua restur: consecutive se recunose
ca prime intre ele, putem si nu mai continuam impj;u*;lr‘nle, cici ultimul
rest va fi 1 si deci numerele date vor {i si ele prume intre ele.

Observarea IV: Algoritmul ui Buclid este de preferat
¢ind descompunerea in factori primi este dificild.

PROPRIETATILE FUNDAMENTALE
ALY CELUI MAI MARE DIVIZOR COMUN

5. C.m.m.d.c. a doudl numere are urmitoarele proprie-
ti{i mai importante: :

1. Orice divizor eomun al numerelor a si b este un divizor
al numdrului (a; b).

Se da (a; b)=r,; a i d; bid.
Se cere si se demonstreze cd r, i d.

Demonstratie:

Seriem sirut de egalitati al algoritmuiui lui Euclid, prin care
gisim cel mat mare divizor comun al mumerelor a si b.

1) a = bg, + n
2) b=rq, + 7y
8) ry= ryqs + I3

e cescas setr ssas se s s s 0D

Din acest algoritm am cdpd-

.
. C b =1
o= i) rpey = Iney G-t T Tnet tat (a3 b) T,

ceea ce e dat in ipoteza.
= 0).

n) rpey = 'n-1 qn +

— . r
n A4 1) rpey = 'n*dnn (Fhgr

o 7 h
Din aceste egalitiii deducem ireptat, pe baza ipotezelor aid, b,d.)

Din egalitatea 1) dacd aid; bid, atuncl siry d
Din cgalitatea 2) dacd bid; rl';d, atunci si rg':d
Din egalitatea 3) dacid id;  rpid, atunci si ryid
in mod analog, lreptat vom deduce st
Tnesidy Tnepidi Tma id si in sfirsit rid.
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Am viazut deci c¢d divizorul comun d al numerelor
date a si b, divizind aceste numere, divide restul r; al im-
partirii lor s1 in mod analog se vede ca va divide si res-
turile sucesive r,,r3,r,,... ale impdrtirilor ficute pentru
aflarea c.m.m.d.c., deei si pe ultimul rest r,, care este chiar
cel mai mare divizor comun al lor.

In coneluzie: daca un numdr divide doud numere, divide
st pe cel mar mare divizor comun al lor.

Exemplu (48;120) = 24.
48:1,2,3,4,6,8, 12, 16, 24, 48,

120 :1,2,3,4,5,6,8,10, 12, 15, 20, 24, 30, 40, €0, 120,
(48; 120):1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24, iar
24 11, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24,

Era evident cd 24, c.m.m.d.c. al numecrelor 48 gi 120
este divizibil cu toti divizorii comuni ai celor doui numere.

II. Invers: Orice divizor al rumdruiui (a; b) este un
divizor comun al numerelor a si b.

Se da (a; b) =r,; r,id.

Se cere si se demonstreze cd aidsi bid.

Demonstratie.

Scriem din (a; b) = r, a = a&’sry si b= "b""ry
si din r,:d rn=r'+d

inlocuind pe r, cu valoarea r’-d, avem

a=qardsi b= brd,

deci a si b se prezintd ca niste produse si se stie ci fiecare din aceste
numere este divizibil cu fiecare factor in parte, deci vom avea aid
si bid, adicd tocmai ceea ce era de demonstrat.

Exemplu (72; 180) = 36.

36:1,2,3,4,6, 9, 12, 18, 36.

72:1, 2, 3, 4, 6, 8,9, 12, 18, 24, 36, 72.

180 : 1,2,3,4,5,6,9,10 ,12,15, 18,20,30,36,45,60,90,180.

Am scris aplecat pe aceia dintre divizorii lui 72 si 180
care se gasesc si la 36; am observat cé

(72 i 180) 1 1, 2, 3, 4, 6, 9, 12, 18, 36,

“deci fiecare divizor al lui (72; 180) = 36 este un divizor

comunr al numerelor 72 si 180.
II1. Daca vom inmulii sau com impérii doud numere
date a st b cu un numdr natural oarecare m, atunct st cel
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mai mare divizor comun at lor se va inmul{l sau se va impdrti
ca acelagt numdr m.

Se da (a; b) =r,.

Sd se demonstreze

.fa b r
-am; bm) = rym §1(—- ; —)=_".
m m m

Demonsiraiie.
Ne vom referi tot la sirul de egalitati din algoritmul lui Euclid.
Se stie ca, avind egalitatea impartirii cu rest

D=1’Q+R!

daca tnmutpim sau impargim deimpartitul D si impartitorul / prin
acelasi numair, citul Q nu se schimba, iar restul R se inmulteste sau
se imparte si el cu acelasi numar.

Deci in sirul de egalititi din algoritmul lui Euclid, dacd inmui-
tim sau impdrtim numerele date a si & prin acelasi numair m, tot
sirul de resturi si, prin urmare, si ultimul ry,, care este cel mai mare
divizor comun al numerelor a si b, se inmulteste sau se imparte cu
acelasi numar m.

Ezxzemplul 1. Am vizut mai sus cd (48; 120) = 24.
Inmultind pe fiecare din cele 2 numere cu 3, vom avea

(48 - 3:120 - 3) = (144; 360) = 72,

deci si c.m.m.d.c. a fost inmultit cu 3.
Exemplul II. Am avut (72; 180) = 36.
S& impartim pe fiecare din cele dou& numere date cu 4,

vem avea

P 190) = (185 45) = 9,

72 180
¥

dec1 si c.m.m.d.c. s-a micgorat de patru ori.

Observare. Putem si ne folosim de ultima proprietate, cind
cautim c.m.m.d.c. a doud numere date, ca sd simplificim lucrarea
in cazurile in care se vad usor de la inceput divizorii comuni ai nume-

relor_date. ) .
n asemenea cazuri, putem impdrti numerele date printr-un

divizor comun al lor si sd giasim c.m.m.d.c. al citurilor obtinute; dupa
aceea vom inmul{i c.m.m.d.c. gdsit prin numdrul cu care am fim-
partit la inceput numerele date. Produsul obtinut va fi c.m.m.d.c.

cautat.

Exemp (u. Si se afle c.m.m.d.c. al numerelor 5 400
gi 7 200.
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Vom judeca astfel

5 400 7 200
(s o0 )= 045 72) = 18,

deci (5 400; 7200) — 18 X 100 = 1 800.

ya . a « LR
l\il.' Citurile tmpartirit a doud nu
mare aivizor comun al lor r, = (g-
ele. nT b

mere a si b prin cel mai
Sint numere prime intre

Proprietatea este o conge
(in cazul impartirii).
Am vizut ci daci

{a; b) = r,, atunci (i ; i):

m m
. a
Deci (‘ ; —b) = In

'n  rp

cintd imediata a proprietitii precedente

¥R

= 1, dar ie ci a !
o s se stie cd daci c.m.m.d.c. a doua

numere este 1, acele numere sint prime intre ele

Exemplu Siluim n le 84-
C.m.m.d.c. al lor (84; 120) imf§? e 84; 120.

Sa lmpar‘t] C ua numere cu . m .C. a .
’ c.m .

84 120
(1_2 ; E) = (7; 10) = 1,
deci cele doui cituri sint prime intre ele

V. Cind citurile a doug ny
numar d sint prime intre ele,
c.m.m.d.c. chiar pe d.

mere a st b printr-un acelasi
cele doud numere admit de

Daci a = ad si 6 = b4, jar (a'; b) = 1,
atunci (a; b) = d.

S& netam (a; by = d’.

In baza proprietitii a III-a, putem scrie

a b /
== et ad _
(d d) YT =

d d 7
$i, conform ipotezei

(@; &) = 1 deci iil_ = 1 sau d’ = 4,
‘ ;

adicd (a; b) = d, ceea ce era de demonstrat.




Observare. Teorema a V-a este reciproca teoremei a IV-a.
Reunindu-le intr-una singur#, putem spune: conditia necesard st sufi-
cientd ca numdrul d sd fie c.m.m.d.c. al numerelor a st b este urma-
toarea: citurile impdrgirit numerelor a si b cu numdrul & sd fie numere
prime intre ele.

-

VI. Teoremii asupra d<ivizibilititii produsului a doui
pumere printr-un numir prim faii de unul din factorii
produsului. ‘ _ .

Daci produsul a dot factori se imparte fdra rest prin-
ir-un numdr oarecare, prim cu unul din factorii produsulut,

atunci celdlalt factor este divizibil cu acest numdr,

Se dd N,N, id si (Ny; d) = 1.
Se cere sii se demonstreze ca NV, i d.

Demonstratie.

Din (N;; d) = 1 rezultd ¢ (NV,N,; dN,) = N, in baza proprie-
titii a I1I-a cit dacd doud numere se inmultesc cu un acelasi numdr,
c.m.m.d.c. al lor se inmulfeste si el cu acel pumdir.

Cum NN, id si dN,id, rezulta ci (V,Ny; dNy)id, in baza pro-
prietitii 1 ed orice divizor comun a doud numere este un divizor si
al c.m.m.d.c. al celor doud numere.

Dar (N,N,; dN,) = N, (de mai sus).

De unde rezultd, in sfirsit, IV,id, ceea ce era de demonstrat.

Exemplu 7.80 =560,

7 +801:20, pentru cd 560 20, dar (7 ;20) =1 sint
prime intre ele, deci 803 20, adicd al doilea factor se di-
vide cu 20.

VII. Teoremi asupra divizibilititii unui numir dat prin
predusul a doud numere prime intre ele. ‘ _
Daci un numdr dat se divide separat prin fiecare din
doud numere prime intre ele, atunci acel numdr se divide
st prin produsul lor.
xz; si (a3 @y) = 1 (sint prime intre ele), sd se
demonstreze cd N : aya,.

Dacéa

Demonsiralie.

Din N: a, rezulld cd putem scrie N = a;4;.

Din Nia, » » 5 N = ayq,.
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‘qp £ ay; inmulfim cu a 95

Atunci avem a,q, = a,g,, de unde putem scoate
sau

a < a
Y9 oste numidr natural 7 = 2% oste numir natural
ay a4y

9y =

deci deci

aqy § @y, Gar (ag; ap) = 1 ayqy Fay, dar (ag; @) =1

de unde, in baza teoremei precedente ci dacd produsul a doi factor:
se imparte fdrd rest printr-un numdr oarecare prim cu unul din factorti
produsului, atunct celdlal! factor este divizibil cu acest numdr, avem

v

a;; inmultim cu a,

a1q: } ma, sau in sfirsit ayqs t aya, sau in sfirsit

N : aya, . N i aja,

Deci teorema este demonstrati,
Consecintd.

Pe baza teoremei precedente, se poate da regula de di-
viztbilitate printr-un numdr compus, care poate {i pus sub
forma unui produs de doud numere prime intre ele.

Astfel de numere compuse putem avea
6=2.3; 12=3+4; 15=3.5; 18 = 2.9
22 =2.11; 24=3.8; 36 =4.9; 40 = 5.8etec. "

Astfel c& putem da urmatoarele reguli de divizibilitate:
1) Pentru ca un numdr sa fie divizibil prin 6, este ne-
cesar st suficient ca acel numdr sd se dividd prin 2 st prin 3.
2) Pentru ca un numdr sd fie divizibil prin 12, este ne-
cesar st suficient ca acel numdr si se dividd prin 3 si prin 4.
3) Pentru ca un numdr sd fie divizibil prin 15, este ne-
cesar §i suficient ca acel numdr si se dividd prin 3 si prin 5.
Si tot aga se pot da regulile de divizibilitate pentru cele-
lalte numere compuse de mai sus si, in general, pentru orice
numér compus care indeplineste conditia de a fi un produs
de doud numere prime intre ele.

Observare. Trebuie si fim foarte alen{i asupra aplicdrii
teoremei precedente; ea este valabili numeai atunci cind ceie doud
numere sint numere prime intre ele.

Daca insd cele doult numere nu sint numere prime intre ele, atunci
numdirul dat, cu toate cd se divide separat prin fiecare numadr, se
poate intimpla s nu se dividd prin produsul lor.
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Ezemplu:

30 :2; 30 : 6, dar 30 nu se divide cu 2 . 6, adici cu 12.

Se vede cd nu putem da regula de divizibilitate cu 12
astfel:

Un numar e divizibil cu 12, dacd e divizibil si cu 2
si cu 6. .

Numerele 2 i 6 nu sint prime intre ele, deci regula astfel
enuntatd nu mai este corectd.

REZUMAT ASUPRA PROPRIETATILOR CELUI MAI MARE
DIVIZOR COMUN

Pentru a avea o vedere mai clard si de ansamblu asupra
proprietitilor celui mai mare divizor- comun, vom face
urmiitorul tablou rezumativ:

T
(I:\;r; Enuntul teoremei Ipoteza c(fg;]i;\ Caz numeric
Orice divizor comun a (a; b)= (36;96)=12
1 douia numere este un ’a,d_r“ .t d 36:4
divizor si al c.m.m.d.c. bid n: 96: 4
al lor. deci si 12:4
I noers: Orice divizor Y.
al c.m.m.d.c. a doud (s b)= . d (/2’3168.%236
11 numere este un divizor |\%3 ).Er" Z‘fd N P
comun al celor doui Tni : atunci si
numere. 72:9,180:9
Dacd vom inmulti sau im- Daca
parti doud numere date (36;96) =12
a $i b cu un numir na- (am; bm)=|atunci luind
tural oarecare m, atunci =rpm | 36:10=360
si c.m.m.d.c. al lor se . 96:10=960
va inmulti sau se va $1 on o
Ja mus .¢ Ve (360;960) =
111 Il}r}xg}})‘a;%f cu acelasi nuv (a; b)=ry (i’_~ﬁ)= =120
m’ ' m s
B
m ¢ 12
(9; 24)= 3«!i
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g& Enuntul teoremet ) Ipoteza c(l::?;li-a Caz numeric
Citurile a doud numere Daca
prin c.m.m.d.c. al lor (72;120)=24
sint numere prime intre a by | si lugm
IV ele. : (a; b)=ry, r ’ 72:24 =3
"= 1 120:24=5
atunci
(3;5)=1
1 nvers: Cind . citurile Daca avem
a doull numere a S1 b 24:8=3
printr-un acelasi numar | a=a’-d 40:8=35
\Y d sint prime intre ele, | b=b5’:d |(a; b) = d|- — si
cele doud numere ad- |{a’;b")=1 (3;5)=1
mit ca c.m.m.d.c. chiar atunci
pe d. ) (24;40)=8
Daca produsul a doi iac-
tori IV, si IV, este divi- _
zibil printriun numir %6%0;0565?
Vi oarecare d, prim cu | N/N,:d N.:d (7 ‘20)_'1
unul din factorii produ- |(N,;d)=1 2¢ atunci
sului, atunci celdlalt 80 :20
factor va fi divizibil :
cu acest numar
Dacd un numar dat se di-
vide separat p}'in doud 14438
numere prime intre ele, 144°9
: atunci acel numir se Ntia, si
VII divide si cu produsul N:a, Niaa, (8:9) =1
lor. (ag;a5)=1 a’tun;i
Consecinta. Regula de di- 14472
vizibilitate cu numere :
compuse ca 6,12,15etc.

CEL MAI MARE DIVIZOR COMUN
A TREI SAU MAI MULTE NUMERE

6. Ludm mai multe numere naturale a,, a,, as, ..., a,
in numir finit.

Numérul divizorilor unuia dintre aceste numere, de exem-
plu al lui @, nu este mai mare decit insusi numérucl a,;
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rezultd atunci ci numerele date vor avea un numir finit de
divizori comunt, dintre care unul va fi cel mai mare.
Definitie. Se numeste cel mai mare divizor comun al
mai multor numere naturale, numdrul cel mai mare care di-
vide pe fiecare din numerele date.
Cel mai mare divizor comun al numerelor a,, a,, as;,..., a,
se noteazi, ca si in cazul a doud numere, cu simbolul

(ay; as; ags -..; a,).

7. Ca si gasim c.m.m.d.c. al mai mulior numerc, este
suficient si gasim mai intit c.m.m.d.c. a doud numere, dupd
aceea c.m.m.d.c. al numdrului gdasit s al celut de-al treilea
numdr s.a.m.d., pind cind com epuiza toate numerele.

Ultvmul c.m.m.d.c. va fi c.m.m.d.c. al tuturor numerelor
dale. '

In practica, deci, aflarea c.m.m.d.c. al mai multor nu-
mere se reduce la aflarca ¢c.m.m.d.c. a doud numere.

Se dau numerele @, ay, a3, a4,..., a, si se cere si aflim
¢.m.m.d.c. al lor.

Caleculdm mai intil (a;; a,) = dy, pe urmd avem treptat

(ay; az; az) = (dy; a3) = dg
(ay; ay; as; ay) = (dg; a,) = dy ete.

Exemplul Il Sa secalculeze (8; 12; 30; 96).
Avem treptat:

8; 12) = 4 .
(4: 30) = 2 Deci (8; 12; 30; 96) = 2.
(25 96) = 2.

Ezxemplul II. Sise calculeze c.m.m.d.c. al nume-
relor 840, 720, 640, 260.

Vom gisi, de asemenea, treptat

(840; 720) = 120
(120; 640) = 40 Deei (840; 720; 640; 260) = 20.
( 40; 260) = 20.

8. Aplicarea c.m.m.d.c. la rezolvarea unor prebleme
aritmetice. C.m.m.d.c. se poate folosi intr-o serie de cazuri,
pentru rezolvarea unor probleme aritmetice.
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Ca exemplu, sd considerdm urmiitoarea problema:

Problema. Avem 320 de nuci, 240 de bomboane si 200
de prajituri. Care este numdrul cel mat mare de pachete iden-
tice ce se pot face din aceste lucrurt, pentru a fi impartite
unor copii, st cite nuci, cite bomboane si cite prijituri va
avea fiecare pachet ?

Pentru a face pachete identice, este necesar s impartim
320 de nuci, 240 de bomboane i 200 de prajituri prin acelasi
numir. Pentru ca numdirul de pachete sa fie cel mai mare po-
sibil, trebuie sd impartim numerele 320, 240 si 200 prin
cel mai mare comun divizor al lor, care este 40.

Deci din 320 de nuci, 240 de bomboane si 200 de prajituri
se pot face cel mult 40 de pachete identice si in fiecare pa-
chet vom avea: 320:40 = 8 nuci, 240:40 = 6 bomboane
$1 200 : 40 = 5 prajituri.

MULTIPLU COMUN $i ¢CEL MAL MIC MULTIPLU (OMUN
Al MAI MULTOR NUMERE

9. Definitii:

1) Prin multiplu comun al mai multor numere intelegem
un numdar care este divizibil cu filecare din nuwmerele date.

De exemplu, dacd luim numerele 12 51 15, constatim cit
numarul 12 are ca multipli numerele 24, 36, 48, 60 etc., nu-
mirul 15 are ca multipli numerele 30, 45, 60, 75, 90 etc.

Printre multiplii numerelor 12 i 15, avem unii care se
gisesc 51 la 12 g1 la 15, adicd sint comuni celor doud numere
81 care se numesc multipli comuni.

Pentru numerele 12 si 15 avem atunci multiplit comuni
60, 120, 180, 240 ete.

Siral multiplilor unui numir este fard sfirsit.

Sirul multiplilor comuni este si el, evident, fard sfirsit.
Dinire acesti multipli comuni, o importanti deosebiti are
cel mai mic dintre el si care se numeste cel mai mic multiplu
comui.

2) Prin cel mai miec multiplu eomun al mai multor nu-
mere infelegem pe eel mai mie dintre lofi multiplii comuni
av lor, adicd cel mai mie numsir care este divizibil cu fiecare
din _numerele date. '

In practica scolard, in clasele elementare, cel mai mic
multiplu comun al mai multor numere se noteazd pentru
prescurtare cu c.m.m.m.c.

-
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Noi vom folosi simbolul [ ], asa ¢d pentru douf nu-
mere a §i b vom scrie [a; b], pentru trei numere a, b, ¢ vom
scrie [a; b; c], iar in cazul a n numere a,, a,, a,..., a, se
scrie [ay; ag; as; ...; a,l.

Observare. In loc de cel mai mic multiplu comun, se mai
foloseste uneori si numirea de comultiplu minim

10. Aflarea e.m.m.m.c. a doui numere.

Aflarea celui mait mic multiplu comun a doud sau mat
multe numere constituie i ea una din problemele ‘impor-
tante ale aritmeticii.

In clasele inferioare, el se afld ca si e.m.m.d.c., tot prin
metoda descompunerit numerelor in factori primu.

De exemplu, pentru a gési c.m.m.m.c. al numerelor 48
si 72, s-a procedat in felul urmitor:

S-au descompus intii numerele in factori primi, gésin-
du-se:

48 = 2% x 3, 72 = 2% x 32

S-a luat apoi produsul tuturor factorilor primi (si cet
comuni si cei necomuni), luati fiecare la puterea cea mai
mare la care se gisesc:

[48: 72] = 2% x 3% = 144.

Dacd, de exemplu, s-ar fi cerut sd se giseasci c.m.m.m.c.
al numerelor 48, 72 s1 80, s-ar fi gésit

48 = 24 X 3 [48; T72; 80] = 2% x 32 x 5 = 720.
72 = 23 x 32
80 = 2% x b.

Aceastd metoda elementard din aritmeticd, de a gist
c.m.m.m.c. al mai multor numere, cu ajutorul descompunerii
numerelor in factori primi, ca si in cazul celui mai mare di-
vizor comun, prezintid avantajul ci este expeditivi din punc-
tul de vedere al desfasuririi calculelor, are insd marele deza-
vantaj c¢i, de multe ori, descompunerea in factori primi este
adeseori dificild, mai ales in algebra (la polinoame).

Vom da de aceea mai jos o metodd, care se va putea
aplica atit in aritmeticd la aflarea ¢.m.m.m.c. al numere-
lor, cit si in algebrd, la aflarea ¢.m.m.m.c. al polinoamelor.

118

il. Teoreme pentru gisirea c.m.m.m.c. a douli numere.

Teorema I. Orice multiplu comun u doud numere a si b
este divizibil cu

( , adicd cu citul dintre produsul celor
. a;
doud numere §t c.m.m.d.c. al lor.

Demonstratie.

Cele doud numere fiind a si b,

tie (a: b) = d, (1) adici a = a’d (2), b= b’d (3), unde (a’: bV =1. (4

_ Orice numir M, multiplu comun at numerelor a §i b, trebuie sa
{ie mai intli multiplu al numarului «, adici

M = ma (5)
sau, tinind seama de (2), M = ma‘d. (6)

~ Dar M trebuie sa fie multiplu si al numirului b, deci trebuie
si avem M:b(7) sau, dupd relatia (6), ma’dib (8).

Aceasla inseamnd ca citul dintre ma’d si b sau — dacd inlocuim
pe b cu valoarea sa b’d din relatia (3) — citul dintre ma’d si b%d
irebuie si fie numdir natural. ’

. ma’d ma’ . .
Deci b = —;— este numar natural (9), adicd ma’:b’ (10) si
din relatia (4) (a’; b’) = 1 urmeazd ci m: b’ (11).
Putem pune atunci m = k-b’ (12), unde k este numdr natural.
Atunci, din relatia (6) M = ma’d si relatia (12), vom gisi
M = ka’b’d (13).

Dar din relatia (2, avem a’ = —3 27,
iar din relatia (3) avem b’ = ﬁ (3%).
d

Inlocuindu-le in relatia (13), vom gisi

a b ab
M=k —.—d=k.—, d | = (a; i .
PR 7 ar d (@; &) din (1)

Deci avem in sfirsit

M=k.

(14) 5i teorema este demonstrati.

(a; b)




. ab

Am aritat, pr.n formula (14),cd M?

, adicd un multiplu
(a3

al numerelor a st b este divizibil cu s b .
a;

Teorema II. Cel mai mic multiplu comun al numerelor
ab

(a3 b)

In teorema precedentd am stabilit ci orice multiplu al numerelor

ab )
(a3 b)

a st b este egal cu

a si b este de forma M = k-

In acest produs, factorul & este arbitrar, putind lua orice valoare,
in schimb al doilea factor este un numir determinat.

inseamni ci produsul va avea valoarea cea mai micd atunci
cind k va fi numirul natural cel mai mic, adicd unitatea.

in concluzie, ¢c.m.m.m.c. al numerelor a si b este egal cu

, adict avem

(a; b

ab
(a3 b)

[a; 8] = ,deci teorema este demonstrati.

Observare. In practici este mai comod ca pentru aflarca
c.m.m.m.c. a doud numere si folosim alte formule, pe care le putem
scoate din relatia

(13) M = ka’b’d

27) @’ = = 39 b = 2 vom lua k = 1,
d d

inlocuim in (13) intii numai pe @’, apoi numai pe b’. Avem

WY M=2.bd=a-b.

2

d

2) M=a’—ll~d=a’b.
d

Deci avem formulele practice

a3 b] = a-b’ si [a;b]l=ab,

unde retinem faptul cd @’ = —, b = —, lar d = (a; b).

b
d

e
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LExemplul I. S3 3 ]
em . Oa se gaseascd c.m.m.m.c. al n -
relor 75 g1 175. e

Afldm intii c.m.m.d s i
. .m.m.d.c. al celor doua numere. cu algorit-
mul lui Eueclid. , cu aigerit

1751 95 | 25 | deci (75; 175) = 25

(755 175] = 222178 _ 3475 — 75.7 — 595,

3

Ezxe mplul 1l. Sa se giseascd c.mam.m.c. al nu-
merelor 315 si 72.

Aflim la fel intii c.am.m.d.c.

& 2 1 9
315 72 27 .
R B 27 1 18 19 | deci (315; 72) = 9.
27 18 9 0

Apoi [315; 72] = 315-;‘_73=315><8=35 X 72 = 2 520.

12. @iisirea c.m.m.m.c. al mai multor numere.

Pentru a gast c.m.m.m.c. al mai multor numere date
este Esuﬁczentv sa-l gdsim pentru doud din numerele daie,
dupd aceea si gdisim e.u.m.m.e. pentru nuwndrul gisit §2
pentru unul din numerele rdmase, apoi peniru al doilea nu-
mar gasit s pentru altul din numerele ramase ete., pindg
se vor epuiza toate numerele date. ’

Ultimul e.m.m.m.c. va fi c.m.m.m.e. al tuturor nume-
relor date

lay; agseees @ner ] = M.
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in practicd, deci, gdsirea c.m.m.m.c. al mai multor nu-
mere se reduce la calculul c¢c.m.m.m.c. a doud numere.
Se dau numerele a,, a,, a;, @,,...,a, $1 se cere sa gasium
c.m.m.m.c al lor. :
Calculdm mai intii [a;; a,] = M,, pe urmd avem treptat

lar; ay; ag]l = [My; az] = M,
[ay; ag; ag; a,] = (My;5 a,] = M, ete.

E xzem p lu. Sa se calculeze ¢c.m.m.m.c. al numerelor
2, 8, 12, 30, 96.

Avem treptat

[2; 8] =8

[2; 8; 12] = [8; 12] = 24 _
[2; 8; 12; 30] = [24; 30] = 120 in sfirsit
[2; 8; 12; 30; 96] = [120; 96] = 480.

EXERCITII SI PROBLEME PROPUSE

1. Care din numerele 132, 468, 1 250, 1 080, 9 720 sint
divizibile cu 6, 12, 15, 18, 20, 36, 50 si 75?

2. Sa se giseascd prin algoritmul lui Euclid cel mai
mare divizor comun al numerelor ~

1) 180 si 756; 2) 375, 360 si 9003 3) 779, 399 si 5 700.

3. Prin metoda impdrtirii succesive, s se giiseascd cel
mai mare divizor comun al numerelor )

1) 3724 si 18 468; 2) 540, 588 si 576; 3) 375, 645,

600 si 1 515. ‘ )

4. De cite ori este mai mic sau mai mare cel mal mare
divizor comun al numerelor 7 317, 4 336 §i 3 523, decit cel
mai mare divizor comun al numerelor 14 634, 7 046 si
18 970? o ) ]

5. S& se giseascd cel mai mic multiplu comun cu aju-
torul calculdrii celui mai mare divizor comun, aflat prin
algoritmul lui Euclid, al numerelor urmitoare

1) 960 si 1200; 2) 30 295 si 36 354; 3) 12 345, 4 565
si 960. ‘

6. Si se gdseascd cel mai mare divizor comun si cel mai

mic multiplu comun al numereler ‘
1) 84, §78, 462, 840; 2) 315, 420, 630, 700.
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7. Sd se scrie toate numerele
1) prime cu numirul 16, dar mai mici decit el;
2) prime cu numirul 24, dar mai mici decit el;
3) prime cu numirul 36, dar mai mieci decit el.

8. Cel mai mic multiplu comun a doud numere este 5 040 ;
cel mal mare divizor comun este 24. Unul din aceste numere
este 240. Se se giseascd celilalt numir.

9. Sd se verifice, cu ajutorul a douii numere, proprieta-
tile urmitoare:

1) citurile impdrtirii celu1 mai mic multiplu comun
cu fiecare din numere vor [i numere prime intre ele;

2) citurile impartirii numerelor cu cel mai mare di-
vizor comun vor f{i de asemenea numere prime intre ele.

10. La o anumitd datd, planetele Venus si Mercur
ocupd un anumit loc pe cer, fatid de stelele fixe.

Peste cite zile, ambele planete se vor afla in aceeasi
pozitie falid de stele, dacd este cunoscut ci planeta Mercur
se invirteste in jurul Soarelui in 88 de zile, iar Venus
in 225 de zile?

11. Se stie cd numdirul bilelor dintr-o cutie este mai
mare decit 300 si mai mic decit 400. De asemenea se stie
cd, numdrind aceste bile cite 10 se obtine un numir intreg
de zecl i numidrindu-le cite 12 se obtine un numir intreg de
duzini. Cite bile sint in cutie?

12. Daci oudle dintr-o ladi se numira cite doud, rimine
un singur ou; tot asa se intimpld cind se numird cite trei,
cite patru, cite cinel si cite sase. Cind se numiri cite sapte
nu ramine nici un ou.

Cite oud sint in lad&, dacd numirul lor este cel mai mic

-dintre cele posibile?

13. C.m.m.d.c. a doud numere este 5; citurile impir-
tirilor succesive facute pentru a-1 obtine sint 1, 3, 2. Si
se afle acele doud numere.

14. La céutarea codivizorului maxim a dou# numere,
am gdsit rezultatul 18 si citurile in ordine 12, 7, 4. Care
sint cele doud numere?

15. S& se demonstreze cd doud numere intregi consecu-
tive sint prime intre ele.

16. Numerele a si b fiind prime intre ele, in ce caz a + b

a — b sint prime intre ele?

17. Numerele a si b sint prime intre ele; si se demon-
streze in acest caz cd suma a -+ b si diferenta a — b sint
prime fatd de produsul ab.
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18. Produsul a trei numere consecutive e totdeauna divi-
zibil cu 6?

19. Produsul a cinci numere consecutive e totdeauna divi-
zibil cu 120? .

20. Daci » e un numir intreg oarecare, expresia
n(n + 1) (2r 4+ 1) e totdeauna divizibila cu b? )

21. In ce caz produsul a trei numere consecutive este di-
vizibil cu 24? '

22. Orice numdr prim, afard de 2 si 3, se poate scrie sub
forma 6n41; reciproca e adevirata? -

23. Patratul unui numdar fard sof, micgorat cu o unitate,
este divizibil cu 8. ) )

24. Pitratul unui numir prim, afard de 2 si 3, micgorat
cu o unitate, este totdeauna divizibil cu 24. §

25. Daci numerele a si b sint prime intre ele, si se vada
dacd sumele a -+ b si a® -+ b2 sint si ele prime intre ele.

CEL MAI MARE DIVIZOR COMUN S$I CEL MAI MIC
MULTIPLU COMUN Al POLINOAMELOR

CEL MA! MARE DIVIZOR (OMUN A DOUA POLINGAME

1. Dindu-se polinoamele

f(z) =agx" +a, 2" apx 2 4 a2y, a0 1)
g(x) = bz by bk 24 L by by, b0 (2)

polinomul d(z) se numeste divizorul comun al polinoa-
melor f(x) si g(x), dacd ele se impart fird rest prin d(x),

adicd avem
f(x) = fi(z)-d(2) (1)
g(x) = g1(2)-d(2). (2)

Orice numilr ¢ == 0 poate fi considerat ca divizorul co-
mun al celor doud polinocame, deoarece ¢ este divizorul ori-
cirui polinom. Se stie insd cd acesta constituie un aga-zis
divizor banal.

2. Definifia 1. Doud polinoame j(x) si g(x) se numesc
prime intre ele (la fel ca si in aritmeticd), daca ele nu au alli
divizori comuni, afard de cei numerict (banali).

Definitia I[. Se numeste cel mai mare divizor comun a
doud polinoame f(x) 51 2(x) polir}omul d(z), de gradul cel
mai mare posibil, care dicide polinoamele f(z) s g().
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Cel mai mare divizor comun poate {i determinat pin¥ la
un factor numeric diferit de zero. Aceasta inseamni ci, daci
d(z) este cel mai mare divizer comun al polinoamelor
date, atunci c-d(z) (unde ¢ 3= Q) se consideri tot cel mai
mare divizor comun al lor.

3. Teorema fundamentald. Fiind date dowi polinoame
f(x) st g(x), sau aceste doud polinoame n-au nici un dicizor
comun, sau ele admit un anumit numdr de divizori comuni,
printre care exisid unul singur al cirui grad e superior gra-
delor tuturor celorlalti st care se numeste cel mai mare divizor
comun al polinoamelor date.

Precum vedem, avem si aici o teorema de existen{d si
de unicitate.

Pentru a demonstra aceastd teorem#, ne vom baza pe
urmaétoarele doud leme:

Lema L. Dacd polinomul f(z) se imparte fira rest cu
polinomul g(z), atunct g(x) esle cel mai mare divizor comun
intre f(z) sv g(x).

Avem egalitatea

f(2) = g(z)- q(). (3)

Din aceastd egalitate se vede cd orice divizor al lui g(z)
este evident divizor si al lui f(z); prin urmare, divi-
zorii comuni ai lui f(z) si g(x) se compun numai din divi-
zorii lui g(z). Dar gradele acestor divizori nu pot intrece
gradul lui g(x); iar orice divizor al lui g(z), de acelasi grad
cu g(z), este identic cu produsul lui g(x), printr-un factor
constant. Rezultd atunci, in mod necesar, cd g(x) este cel
mai mare divizor comun intre f(z) si g(x).

Lema IL. Daca polinomul f(x) nu se imparte exact cu g (x),
divizorii comuni intre f(x) si g(x) sint aceiasi ca si divi-
zorii comuni intre g(x) si restul impdrtirit lut f(x)prin g(z).

Intrucit impirtirea nu se face exact, avem egalitatea

fla) = g@)-qu(@) + n(@), (%)
care se mai poate scrie
f(2) — g(x)- u(2) = ry(2). (4)

In aceste egalititi, g¢,(«) reprezintd citul, iar ry(z)
reprezintd restul impértirii.
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‘Din aceste egalitidti se vede usor cid orice divizor comun

intre f(x) si g(x) este divizor comun si al diferentei
f(x) — 8(2)-qy(%), adica al lui ry(z).

Invers, orice divizor comun intre g(x) s1 ry(x) este
divizor comun i al sumei g(z)-¢qy(z) + ri(x), adicd al
lui f(x).

In concluzie, divizorii comuni intre [(x) s1 g(z) sint

aceiasi ca si divizorii comuni intre g(x) si ry(x).

4. Din cele doud leme de mai sus, se vede ugor cd algo-
ritmul lui Euclid, folosit in aritmeticd pentru aflarea celu:
mat mare digizor comun & doud numere intregi, se extinde
s1 in algebrd, pentru aflarea celui mai mare divizor comun
a doud polinoame.

S4 luim doud polinoame f(x) $1 g(x), gradul lui f(z) fiind
mai mare sau egal cu gradul lui g(z).

Sd impartim f(x) cu g(x), dacd impdrtirea se face
fara rest, in baza lemei I , g(x) va fi cel mai mare divizor
comun cautat intre f(x) si g(z).

Dacd impirtirea nu se face exact, avemn egalitatea '

f{x) = g(x)- qu(®) + r(2), (M

si in baza lemei a II-a, divizorii comuni intre f(x) si g(x)
sint_aceiagi cu divizorii comuni intre g(x) si ry(x).

Impértim acum g(z) cu ry(x); dacd impartirea se
face exact, procesul este terminat si ry(z) este cel mai mare
divizor comun cdutat. Dacdl impértirea nu se face exact,
avem egalitatea

8(x) = 14(%) - g2(%) + 1o(2) 2)

si, in baza lemei a II- -a, divizorii comuni intre g(x) s1 ry(2)
smt aceiasi cu lelzoru comuni intre ry(z) si rz(x). in
consecintd, divizorii comuni intre f(z) si g(z) sint aceiasi
cu divizorii comuni intre ry(x) si ro(x).

Impértim atunci r,(z) cu ry() si, la fel, dacd impértirea
se face exact, procesul este terminat si ry(x) este cel mai
mare divizor comun ciutat.

Dacd impértirea nu se face exact, avem egalitatea

rz) = ro(z)-q5(x) + r43(2) 3)

, facind acelasi rationament ca si mai sus, conchidem ci
divizorii comuni intre f(x) si g(x) sint aceiagi cu divizorii
comuni intre ry(x) si ry(z).
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Vom continua tot asa mai departe.

Resturile succesive ry(z), ro(x), rg(z),... sint polinoame
in z, la care gradele merg descrescind, cici intre doui res-
turi consecutive, primul este impartitorul, iar al doilea,
restul aceleiagi impéartiri. Putem scrie:

grad g(x)>grad ry(x) >grad ry(z ) >grad ry(z)...; vaajunge
deci-un moment cind unul din resturi, de exemplu r.,; (7),
va fi de gradul zero, deci nu va mai con‘gme pe z, acest rest
putind fi nul sau egal cu un numir diferit de zero.

Putem scrie urmatorul sir de egalitdti

() = g(x)-q(z) + ry(x)
glx) =ry(x)- qo(x) + ro(x)

r(x) = ry(x)- g3(x) + ra(x)
ro(x) = r3(x)- q4(x) + ro(2)

Tnoo(Z) = rn_1(2)- gn(2) + ()
rﬂ-l(x) = rn(x)'gnu(x) =4 rﬂ+1(x);

aiei rp,,(x) e de gradul zero.

Acum se pot intimpla doud lucruri:

1) rp,q (x) = 05 in acest caz, r,_;(x) este divizibil prin
ra(%), deci r,,(z) este cel mai mare comun divizor intre ry_,(z)
$i rp(z) si, in consecintd, intre f(z) si g(x) (prin extinderca
lemei a 11- -a).

2) ry,1(x) e un numdr diferit de zero, in acest caz, r,_;(x)
$i r,(x) n-au nici un divizor comun, pentru cd orice divizor
comun intre r,_;(x) si r,(z) trebuie sd fie divizor si pentru
Tnir(x). Concludem deci cd f(z) i g(x) n-au nici un divizor
comun, cele doud polinoame sint prime intre ele.

5. Teorema fundamentald datd mai sus a fost astfel de-
monstratd si din demonstratie rezultd mijlocul de a obtine
cel mai mare divizor comun a doud polinoame, in cazul cind
el existd.
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Reguli. (Algoritmul lui Euclid.) Pentru a obtine cel mai
mare divizor comun a doud polinoame {{z) si g(x), impdrt{im
pe f(x) cu g(x). Dacd impirtirea se face exact, g(x) este cel
mal mare divizor comun; dacd nu, impirtim g(x) cu restul

impdrtirii, impartim pe urmé impértitorul celei de-a doua:

impértiri cu noul rest §i aga mai departe, pind ce obtinem
un rest independent de x. Dacd acest rest e diferit de zero,
cele doud polinoame f{x) si g(x) n-au nici un divizor comun;
se zice cd sint prime intre ele. Dac#l acest rest e nul, imparti-
torul ultimei impdrtirl este cel mai mare divizor comun al
polinoamelor f{z) si g(z).

Observarea i Casiin cazul numerelor naturale, pulem
nota cel mai mare divizor comun al polinoamelor f(z) si g() prin
simbolul (f(z); g(x)).

Observarea Il Cind polinoamele f(z) si g(x) au coefi-
cienti intregi, pentru a evita, in decursul operatiilor, coeficientii
iractionari, calculele se pot simplifica astfel:

Dacd, la una din impdrtiri, primul termen al vreunui deimpirtit
partial nu este divizibil prin primul termen al impirtitorului, se pot
inmulti toti coelicientii defmpértitului cu un numir ales convenabil.

De asemenea, dacd toti coeficientii vreunui deimpartit sau impiir-
{itor sint divizibili cu acelasi numdr, ii putem impdar{i cu acel numir.

Intr-adevir, la ciutarea celui mai mare divizor comun, ne intere-
seazit restul impiértirilor si nu citul, cici, cel mai mare divizor comun
este un rest, deci putem schimba citul. Pe de alta parte, cind se
inmulf{este deimpirtitul cu un factor constant, restul si citul se vor
inmulti prin acel factor constant.

Deci, inmultind sau impdrtind, in cursul unei impdar{iri, vreun
rest partial printr-un factor constant, citul se schimbi, iar restul
intreg se inmulteste sau se imparte cu acel factor, ceea ce nu schimbi
pe cel mai mare divizor comun decit cu un factor constant.

Citeva exemple ne vor limuri asupra modului cum trebuie si
{ucrdm.

APLICATII

6. E xemplul I. S8 se giseascd cel mai mare divi-
zor comun al polinoamelor

flx) = 2a% — 3x* — 5% 4+ 2* + 62 + 3,
g(x) = 3t 4 22 — 3u* —- da — 2,
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i' 3924 + 2723 — 3922 — 662 — 27

[.i a3

Pentru a evita coeficientii fractionari, vom inmulti in
prealabil pe f(z) prin 3.

6x% — 9zt — 1523+ 322 18249
—62% — 4xt+ 62341022+ 4z

—132*— 92341322+ 222 4+ 9

3zt +228—322 — bz — 2
2z

y Acum, pentru a evita din nou coeficientii fractionari,
.- vom mmultl diferenta obtinutd cu (—3).

3zt 4223 — 322 —5x—2
13

i — 39z — 262% 3922 + 65z -+ 26

g . —z— 1

b Acum vom impdrti impéartitorul cu restul
3zt 4 22° — 322 — b — 2

—3x4 + 322+ 3z
—2z—2
+2x+2

P —x—1
3z + 2

I < — 23

} ==

Impirtirea facindu-se exact, 2—z—1 este cel mai mare
divizor comun al polmoamelor flr) si g(x).

E xemp Lul II. Si se afle cel mai mare divizor
comun al polinoamelor
fx) = 2 — 222 + 72 — 5

; g(x) = a* + 1.

Prima impdrtire.

: 3222 +T7x—5 |22 1
| A r=
P — 222 4 6z — 5
222 + 2
(6x — 3):3
20 — 1
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A doua impdrtire (inmultim pe 22 41 cu 2).
202 -2 22z — 1
—22%2 +x z +1
(x +2)-2

20 + 4
— 2z 41

5

Restul este 5, deci diferit de zero, ceea ce inseamnd cd
polinoamele f(x) si g(x) n-au nict un divizor comun, adicd
sint prime intre ele. ]

Exemplul 111. Si se giseascd cel mal mare
divizor comun al polinoamelor

[(x) =2t — 2% — 4a? + 4x — 3
g(x) =2a% — ba? — 4x + 3.

Prima impdrtire (inmultim pe [(z) cu 2).
224 — 423 — 822+ 82 —6 | 22® — 5a? — 4u + 3
— 22* -} 52% 4 4a? — 3z lx—\—‘l
(28 — 422 + Dbz — 6)-2

223 — 8x2 4+ 10z — 12
— 223 + 522 4 — 3

— 322 + 14z — 15

inmultim pe 223 — 522 — 4z + 3 cu 3, iar pe
— 322 +14x — 15 cu (— 1).

A doua impdrtire.
623 — 1522 — 122 + 9 | 322 — 14x 4 15
— 623 4 2822 — 30z | 22 +13
(1322 — 42 = +9)- 3

3922 — 1262 + 27
— 39x% + 1822 — 195

(56x — 168):56
z— 3

A treta impdrtire.

3x2 — 14z 415 z— 3
— 32 + 9z |32 —5 Ultima impartire ficin-
z du-$e exact, ultimul "impar-
— 52 415 titor, adicd x — 3, va fi cel
+ 5z — 15 mai mare divizor comun al
= = polinoamelor f(z) si g(x).

Exemplul IV.S4 se giseascd conditia ca polinoa-

" mele

ar? +bx +ecsia'x® +b'z +¢

sd aibd un divizor comun de gradul intii.
Pentru aceste doud polinoame

ax? +bx +csia'x® +bx -+

atit cel mai mare divizor comun cit gi conditia ciutati se
pot gisi si pe o cale mult mai simpld decit prin impartiri
succesive.

Divizorul comun al polinoamelor az?-t+bzx-+c si a'z?+
+b’'x+4¢’ va fi divizor comun §i pentru polinomul

a'(ax?+bxr+c) —a(a’x*+b'z+c')=a'brta'c—ab'x—ac’ =
= (a’b —ab’)x 4+ (a'c — ac’).
- Deci, acest divizor comun este

(@b — ab)x + (a’c — ac').

Dacd inlocuim in polinomul az? + bz 4 ¢ pe x cu valoa-
ac’ — a'c

rea ————— scoasd din (a’b — ab’)x + (a’c — ac’) =0, vom
a’b — ab’ -
gasi
(ac” — a’c)? ac’ — a’e
c=0
(ab” — a’b)? a’b — ab’ +

si, facind aici toate calculele, avem

(ac’ — a'c)? — (ab’ — a'b) (bc’ — b'c) =0

adicd conditia ciutati.
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vom impéarti doud nu-
mere date a si b cu
un numar natural oare-
care m, atunci si
c.m.m.d.c. al lor se va
inmulti sau se va im-

vom impdrti doud poli-
noame date f(z) si g(x)
cu un alt polinom p (z),
atunci si c.m.m.d.c. al
celor doud polinoame
va fi inmultit sau im-

’ 7. Pentru a gisi cel mai mare divizor comun a trei poli- N Teoreme pentru Teoremele analoge
noame, se va proceda ca si in aritmetici. Intii se va cduta de ’;d c.m.m.d.c. a doud pentru c.m.m.d.c.
cel mai mare divizor comun intre dous din aceste polinoame e ord- numere a doud polinoame
si apoi cel mai mare divizor intre acesta si polinomul al
tPellea. o v Citurile a doud numere Daca impartim doua poli-

_8. Proprietitile celui mai mare divizor comun. Pro- prin c.m.m.d.c. al lor noame prin c.m.m.d.c.

prietdfile celui mai mare divizor comun a doud polinoame i;nt numere. prime in- al ltOP’ C}tUPll?n(t’?gJ“:lge
sint aceleasi ca gi ale celui mai mare divizor comun a doud e ele sit prime )
numere mtregx ‘demonstrarea acestor proprietidt: se face ca

s1 in aritmetica. A% Cind citurile a doud nu- Dacd doud polinoame

Vom da intr-un tablou aceste proprietati, punindu-le in me"ie a 151‘ rg,f“;tr'};‘; f(ﬁ)f‘ gﬁ’.‘r)‘t sint d“i!'

paraleld cu proprietdtile celui mai mare divizor comun a iﬁ?ﬁgl m&e dele (S;:ale fllor:led(;; Sli c‘}'t‘l‘l?“g’%gj
doud numere. doud numere admit tinute sint prime intre

drept c.m.m.d.c. chiar ele, cele doua poli-
pe d. noame admit drept

PARALELA INTRE PROPRIETATILE CELUI MAI MARE DIVIZOR cmm.d.c. chiarpe d (z).

~ COMUN A DOUA NUMERE NATURALE $I PROPRIETATILE .

CELUI MAI MARE DIVIZOR COMUN A DOUA POLINOAME VI Daca produsul a doi fac- | Dacd un polinom divide
tori este divizibil prin- (adica se cuprinde
tr-un  numar oarecare exact in) produsul altor

Nr Teoreme pentru Teoremele analoge pentru prim cu unul din fac- doud polinoame si dacd

. c.m.m.d.c. a doud c.m.m.d.c. a doud torii produsului, atunci este prim fatd de unul
de ord. ; = = S : A
numere polinoame celalalt factor este di- ! din ele, divide pe al
vizibil cu acest numdr. | doilea polinom.
I Orice vdivizor comun a Orice divizor comun a
doud numere este un doud polinoame f (z) si VII Dacd un numar dat se Daca un polinoin este
divizor si al c.m.m.d.c. g(z) este un divizor divide prin fiecare din- divizibil prin fiecare
al Jor. si al c.m.m.d.c. al lor. tre doud numere prime | dintre doud polinoame
! intre ele, atunci acel | prime intre ele, atunci
. . R ) numar se divide si cu acel polinom este divi-
11 Orice divizor al cm.m.d.c. Orice divizor al c.m.m.d.c. produsul lor. I zibil si cu produsul ce-
a doud numere este un a doud polinoame f(x) Consecintd. Regula de di- lor doud polinoame.
d1v1§or comun al celor si g(z) este un divizor vizibilitate cu numere | Consecinti. Un polinom
dousi numere. comun al celor doud compuse ca 6, 12, 15 | divizibil atit prin (z—a)
polinoame. etc. i cit si prin (z—b) este
o divizibil si prin produ-
sul lor (z — a) (z — b).
111 Dacd vom inmulti sau Daci vom Iinmulfi sau

Dintre aceste teoreme o deosebitd importantd in apli-

catii o prezintd consecinta teoremei a VIl-a,
scriem din nou.

pe care o

pirti cu acelasi nu- partit cu acelasi poli- : . . ' ST . .
mar. ‘ nom p(z). 1 - Teorema. Daca un polinom P(x) este divizibil atit prin

(x —a) cit si prin (z—b) este dicizibil si prin produsul lor.
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Ea se poate extinde si pentru cazul a trei factori, asa
cd putem scrie in acest caz:

Dacd un polinom P(x) este divizibil prin fiecare dinire
factorii (x — a), (x — b) si (x— ), el este divizibil st prin pro-
dusul lor.

Teorema se poate generaliza si pentru cazul a k factori
de gradul intii (z — a;), (z — @), (z — a3), ..., (z — a).

CEL MAI MIC MULTIPLU COMUN A DOUA POLINOAME

9. Cel mai mic multipla comun a doud polinoame
este polinomul de gradul cel mai mic care se imparte exact
cu polinoamele date. .

Dacéd polinoamele sint descompuse in factori primi sau
se pot usor descompune in factori primi, ca de exemplu
in cazul urmitor

f(2) = 2% (x — D)} (z + 1)
g(@) =22 (z 4+ 1) (z — ) (x +2),

cel mai mic multiplu comun al celor doud polinoame se afli
prin metoda elementard din aritmetici: se face produsal
tuturor factorilor, comuni si necomuni, luati fiecare cu ex-
ponentii cei mai mari la care se gisesc.

In cazul nostru, vom avea

[f(2); g(@] =23 (@ — )4z + )2 (z +2).

In cazul cind polinoamele date nu se pot descompune
in factori primi, cel mai mic multiplu comun al celor doui
polinoame se afld ca si in aritmeticd, adici:

Inmultim polinoamele si produsul obtinut il impdriim
prin cel mai mare divizor comun al lor.

In formuld, putem scrie

()] = ) g(@)

APLICATII

10. Exemplul I. Sdse afle cel mat mic multiplu
comun al polinoamelor

f(x) =2a% — 32* — ba® + 22 + 62 + 3
g(z) =3x* 4 22% — 322 — S5z — 2.

134

Polinoamele le-am mai intilnit la aflarea celui mai mare
divizor comun si atunci am gisit
¥ . — 3 J—
(f(x); g(x)) =2* — 2 — 1.
Asa cd putem scrie

foo)e o (ay] — [EEE@
7C)s 8] = 4 s
(228 — 8% — 52 + 2* + 6x + 3) (32 4 24— 3% — 5z — 2)
B 2 —x—1
Aici putem si folosim proprietatea cd cel mai mare di-
vizor comun a doud polinoame divide pe fiecare din cele
doud polinoame. In cazul nostru, putem scrie

25 — 3x* — a3+ a2 +6x+ 3= (23 — z— 1)(24®> — 3z — 3)
328 4243 — 322 —bx — 2= (2* — z — 1) 3z + 2)

asa cd vom avea
[f(2); g(m)] = =
= (a3 — x — 1)(22% — 3z — 3)-(3x 42) =(22° — 32* — ba® +
+ 22 +6x + 3) 3z + 2). »
Efectuind inmultirea a doua, vom gaisi
f(z); g(x)] =6a° — ba® — 21a* — Ta® 4 202® + 21z + 6.

Exzemplul Il. S& se giseascd cel mai mic multiplu
comun al polinoamelor

f(x) =23 — 222 472 — 5
g(z) =2 +1.

Polinoamele le-am intilnit de asemenea la aflarea celu:
mai mare divizor comun $i am vizut acolo ci aceste doud
polinoame n-au nici un divizor comun, sint prime intre ele.

in acest caz, cel mai mic multiplu comun este insusi

z—1)(22—3z—3)- (s —2—-1)(3z+ 2) _

22—z —1

~ produsul, adicd vom avea

[f(x); g(x)] = (a® — 22% + Tz — 5)-(2* + 1) =
= 25 — 22 +82% — 7a? + Tx — 5.
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EXERCITII SI PROBLEME PROPUSE

S& se determine cel mai mare divizor comun al polinoa-
" melor

1. 2% + 2% — 322 — b — 1 si 23 422 — 2z — 1.
2. 2% 4 22% — 423 — 32 +8x — 5 si 25 4 22—z +1,
3. x* — 4a® +1 si 2® — 322 1.
4. 325 — 25 — 9z — 1423 — 1122 — 3z — 1 si
325 4 8x* + 923 4 1522 + 10z 4 9.

_ Folosind metoda elementari de gésire a celui mai mare
divizor comun, din aritmetica, si se afle cel mai mare divizor
comun al polinoamelor

5. (x — 1) (x4+2)2(z — 3) (z — 4) si (x — 1)2(x+2) (x +D5).
6. (x — 1)(2* — 1) (2® — 1) (2* — 1) si

(@ 4 1) (a® + 1) (2® + 1) (2t + 1).
7. (2% — 1) (22 — 2z + 1) si (22 — 1)3.

8. Cunoscind resturile A si B ale impar{irii unui polinom
f(x) prin x—a si x—b, si se calculeze restul impé#rtirii acestui
polinom prin produsul (z — a)(z — b).

9. Stiind c¢d un polinom imp#rtit cu 2 —2 si x— 3 di,
respectiv, resturile +5 si 4120, sd se afle restul impé&rtirii
acestui polinom prin produsul (z — 2)(z — 3).

10. Cunoscind resturile A, B si C ale impdrtirii unui
polinom f(z) prin z — a, z — bsi x — ¢, sd se calculeze restul
impértirii acestui polinom prin produsul (x—a) (z— b)(z — ¢).

11. S& se determine polinomul

25 4+ 2t + Ax® + Ba?2 +Czx + D

astfel ca si fie divizibil cu (2% — 1) si cu (22 — 4).
12. S4 se determine m, n si p, astfel ca polinomul
xt — mad 4+ na? — pr s& dea acelasi rest, atunci cind
se imparte prin (22 — 1), (x — 2) si (z — 3).
13. Si se determine, fdard a face impértirea, restul
fmpartirii polinomului 2% — 62* 4 222 — 92 41 prin 22 — 1.
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14. Dacd n este un numir intreg si pozitiv, sd se arate
ci polinomul

Pr) =(x—2)" +(z—1)" —1
este divizibil prin
(z — D{z — 2)

si s se afle citul. . o }
15. Dacd n este un numir intreg si pozitiv, si se arate

cd polinomul
O f@) =+ -
e divizibil prin z(z-+1)(2x+1). Si se afle citul.
16. S& se arate cid polinomul
(@ +b +¢" —a"—b" — ",

unde 7 este intreg, pozitiv si fird sot, este divizibil prin
produsul (b +¢) (¢ + a)(a + b).

Si se calculeze citul pentru n =3 gi n_=5.
17. Si se determine a si b astfel ca polinomul

P(z) = 1225 — 162* — 372® +372% +ax + b
sd fie divizibil prin (z — 2)(2z + 3). o
S4 se descompunii apoi polinomul in factori, fird a re-

zolva ecuatia P (x) = 0. )
18. Si se demonstreze cd polinomul

2ty —2) +yi(z— 2) +2(x — )

2" — 2x — 1

este divizibil prin (z — y)(y — 2) (z — 2).
19. Se dau polinoamele
P(x) = 2% — 102t + 332% + ax®> + bz +¢
Q(x) = 23 — 92* + 26z — 24.

Se cere: _ )
a) Si se determine a, b, ¢, astfel incit P(z) sd se imparta
exact cu Q(x). ' '
b) Sa se rezolve apoi ecuatia f(z) =0, unde
()

= Ll=),
/(x) =~
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20. Se considerd polinomul de gradul III
Ps(x)=(x+a—1)(x—|—a)(x+a+1)—C},(a—Z)(w+a)(x+
+a+1) 4+ CGla—1)(a—2) (e +a+1) — Ca(a—1)(a — 2)

si se cere:

a) Sz; se arate cd P,(x) se anuleazd pentru z = — 1:
T ==—=2;z =—3.
b) S& se deducd identitatea

Py(@)=(z + 1) (z +2)(z +3).

¢) Sa se stabileascd din nou identitatea precedentd fard

a folosi proprietatea de la primul punct, intrebuintind

Ij)Jen(tP)u aceasta grupdri convenabile de termeni in expresia
3 ().

u(Ollmpi:slda matematica din Cluj — aprilie 1954.)

21. S& se gdseascd relatia dintre coeficientii polinomului

P(x) =azx* 4+ bx® 4 ca? + dzx +e,

astfel ca polinomul sd fie divizibil cu 22 — 1.
22. Sa se arate ci expresia:

=@ +y)(y +2)( +2) + ayz

se divide cu x4y 42z g1 sd se afle citul.
23. Se di polinomul P(x) = 32%+ aa3 + 822 + bx — 1.
Sa se determine parametrii a si b astfel ca P(x) impartit
cu Q(x) = 2% 4 2z 4 3 s& dea restul z + 2.

CAPITOLUL 1V
NUMERE COMPLEXE
NOTIUNI

1. Notiunea de numir n-a ramas neschimbaté, ci a evoluat para-
lel cu intreaga gindire matematicd. La inceputul stiintei grecesti,
numerele trebuiau sid se poati reprezenta prin lungimi luate pe linii
drepte. S-a crezut deci ca singurele numere sint numerele intregi si
fractionare. Cind Pitagora a aritat cd se pot construi linii drepte
a cdror lungime sd nu poatd fi reprezentatd printr-un numir intreg
sau fractionar (de exemplu, dacii se ia un pitrat cu latura egald cu
unitatea, diagonala pitratului este o lungime ce se poate construi,
dar nu are nici un numir intreg, nici un numair fractionar de unitati),
domeniul numerelor a fost lirgit, ca si poatdl cuprinde toate lungimile
ce se pot construi. Numerele intregi si cele fractionare au fost soco-
tite ca o categorie particulari a numerelor si au fost numite numere
rationale. Alaturi de ele s-a constituit o alti categorie de numere, care
pot fi reprezentate prin lungimi, dar care nu sint rationale; acestea
sint numerele irationale. Conceptia greacd de a privi numerele ca
mirimi reprezentate prin segmente liniare a striibiitut aproape intreg
evul mediu.

Introducerea algebrei printre preocupdrile matematice a influen-
tat asupra largirii sferei notiunii de numér.

Date fiind paradoxele pe care le ridicd, numerele complexe «u
constituit timp indelungat obiect de luptd in cadrul matematicii.
Matematicienil au disputat asupra necesitdtii sau absurdititii calcu-
lului cu elemente ,,imaginare®. -

Numerele complexe au fosl cunoscute mai intii in India in legdturd
cu rezolvarea ecuatiei de gradul II si extragerea riddcinii pitrate
dintr-un numir negativ. S-a ajuns la concluzia ci V— a(a > 0} nu
existd in realitate (in mod obiectiv). Acest argument, precum si
lipsa oriciirei interpretiri reale au ficut ca veacuri de-a rindul, pind
in epoca Renasterii, si domine ideea ¢t numerele ,,imposibile®, ,ima-
ginare“ sau ,,sofistice” sint inutile si false, iar ecuatia de gradul 11
corespunzitoare n-are solutie.

Noile probleme ridicate de tehnica, stiintele naturii si mate-
matici impun insi tot mai mult calculul empiric cu aceste mirimi.
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Sistematizind rezultatcle obtinute relativ la rezolvarea ecuatiilor de
gradul III si IV de cétre Ferro, Tartaglia si Ferrari, in cartea sa
Ars magnae sive de regulis algebraicis (1545), matematicianul Cardan
deduce din celebrul sdu casus irreductibilis, in care solutiile reale ale
unei ecuatii cu coeiicienti reali se exprima cu ajutorul unor numere
complexe, necesitatea utiliziirii numerelor complexe, fira a putea totusi
explica aparenta contradictie. De altfel, pentru exactitatea calculului
trebuia si admitd cd pentru @ > 0, V= a}/ = a = — a, rezultat care
aratd cd acestor humere nu li se pot aplica direct vechile reguli de
calcul:

ab >0, VYa Vb = Vab.

In Aigebra publicatd la 1572, Bombelh stabileste reguli de calcul
cu numere complexe; definind egalitatea, adunarea si inmultirea, el
aratd cd, in cazul ireductibil, rddicinile cubice din numere complexe
reprezintd numere complexe imaginar conjugate, a ciror suma di
numere reale. (Explicind acest paradox, algebra moderni avea sa de-
monstreze imposibilitatea exprimairii rdadacinilor ecuatiei de gra-
dul IIT in cazul ireductibil prin radieali, fdra ajutorul numerelor
complexe.)

O datd cu numeroasele incercari de rezolvare a ecuatiei de gra-
dul V sau cu studiul ecuatiilor generale de gradul n, in legdturd cu
numdrul rdddcinilor si al relatiilor dintre coeficienti si rddécini,
numerele complexe, care permiteau o formulare generala a rezultatelor,
devin tot mai necesare.

Astfel, in 1629, Girard enuntd pentru intiia datd teorema funda-
mentald: orice ecuatie de gradul n are n ridacini.*

inca din secolul al XVII-lea, cu toatd opozitia conceptiilor con-
servatoare si retrograde, numerele complexe se introduc treptat si
in analiza matematica, pe atunci in formare.

Cu toate numeroasele lor aplicatii in calculul integralelor defi-
nite, rezolvarea ecuatiilor diferentiale, intocmirea hértilor, in me-
canied si fizica, totusi o serie de paradoxe (ca de pilda cel considerat

. . T . P - . .

de Leibniz, care ducea la — = 0), lipsa unei interpretdri reale si con-
A
*

ceptiile metafizice dominante in secolul al XVIII-iea explicd nein-
crederea cu care majoritatea matematicienilor priveau numerele com-
plexe. Euler insusi, care la 1777 introduce notatia devenitd astdzi
clasici: { = J/— 1 si care demonstreaza ci expresii algebrice formate
cu un numir finit de numere complexe sint tot numere complexe,
nu concepe incd sensul deplin al acestor numere si le considera ca pe
niste numere complementare, un auxiliar pentru studiul numerelor
reale.

* Tot astfel in geometria analiticd, inexistenta punctului real
de intersectie in diversele probleme cu solutii imaginare impune cu
si mai vaditad necesitate utilizarea numerelor complexe. Insusi Des-
cartes, creatorul acestei geometrii, foloseste numerele complexe in
discutia intersectiei a doud conice (cercuri, parabole).
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Tetusi, incercirile de a da ¢ interpretare geometrick a numerelor
complexe, incepute in secolul al XVII-lea de Wallis, sint cantinuate
de Kiihn, Wessel s.a. -

Reprezentarea geometrici a numerelor complexe in plan, dupa
conceptia lui Argand si Gauss (1801), in care nwmdirului z = z + 1y
i se asociazd biunivoc punctul din plan: de coerdonate z, y (afixul
sauj, “a fost hotiritoare pentruv familiarizarea matematicienilor cu
numerele complexe.

Catre mijlocui secolului at XIX-lea (1830), interpretarea geome-
trica este urmati de teoria aritmeticid a lui Hamilton, care stabileste
¢d numerele complexe sint pefechi ordonate de: numere reale in care
sint definite operatii de calcul, astfel incit:

1) S& verifice axiomele operatiilor fundamentale ale algebrei.

2) Sistemul s& inclizd® numerele reale. in care caz operatiile
trebuie si coincid& cu cele cunoscute.

3) Ecuatia 22 + 1 = 0 sd admita solutie.

Algebra modern arati cd mul{imea numerelor complexe, adica
multimea numerelor de forma z + iy, se bucurd de proprietatea ca
orice operatie algebrici cu aceste numere conduce de asemenea la
un numir complex. Insi, abia in 1932, matematicianul sovietic
L. §. Pontreaghin relevi sensul adinc al importantei acestor numere
in algebrd, ca si in analiza.

Daci utilitatea numerelor complexe se vadea treptat tot ma
mult, astfel cd in secolul al XVIII-lea se considerau functii elemen-
tare de variabild complexd, abia in prima jumitate a secolului
al XIX-lea, teoria functiilor de o variabild complexa avea si se con-
stituie ca un tot unitar, ca o ramurid distincti a stiintelor mate-
matice.

Dupa cum arata Cauchy in Cours &’ Anatyse, 1821, studiat functii-
lor de variabild complexd se impunea cu necesitate din punct de
vedere logic.

Céatre mijlocul secolului trecut, Riemann (1826—1866) desavir-
seste teoria functiilor algebrice, deschizind calea topologiei, disciplini
meniti s& joace un rol fundamental in matematica zilelor noastre.

Matematicienii rusi au obfinut rezultate remarcabile in domeniul
teoriei functiilor si al aplicatiilor lor la tehnicd. Astfel, sint bine
cunoscute pe de o parte cercetarile, azi clasice, ale lui N. E. Jukovski
5i S. A. Ceaplighin cu privire la hidrodinamici si aerodinamici si ale
hlai G. V. Kolosov relative la teoria elasticitatii, iar pe de alta
parte lucrdrile scolii matematice din Moscova, reprezentatd de
N. N. Luzin s.a.

In universititile sovietice, ca si In institutele Academiei de
Stiinte a U.R.S.8., studiul si cercetirile in cele mai variate domenii
ale teoriei functiilor de variabild complex traverseazi o epoci fecunds,
plind de avint, originalitate si fmalt nivel stiintific. Operele marilor
matematicieni N. N. Luzin, I. L. Privalov, V. V. Golubev, M. A. La-
vrentiev, A.I. Markusieviei etc. sint cunoscute in lumea intreagi.

In tara noastrd, studiul functiilor de variabili complexi incepe
la Universitatea din Bucuresti citre sfirsitul secolului trecut, o dat
cu activitatea didacticd a profesorului David Emanuel.

Merite importante in domeniul functiilor de variabilid complexi,
pe linia preocupirilor lui Riemann, revin academicianului romin
Simion Stoilow. ’
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2. Necesitatea introducerii numerelor complexe in rezol-
varea ecuatlel de gradul al II-lea.

Ecuatia generala de gradul 1I ax? + bz 4¢=0, (1)
unde a £ 0. Prin impéirtirea cu a se poate Scrie

9 A M ~ A z . L]
z? + {—x —I— — = 0. Adunind si scdzind 4—6—5 , ecuatia devine
a
z? + —x + —I— —-—4——2 =0, care se mai poate scrie
a
b2 b% — 4ac
(x4 — E=tee o, @
2a ba?
Daci b2 .. b% — Lac .
a) Dacid b® — 4ac > 0, atunci si —— >0 i
‘L
2 b2 — Zon
b — 4ac _ Vb —hac 4p6 gens.
4a? 2a

Deci ecuatia (2) se scrie
2 ST 2
(x +i) _(Vbz—lmc) =0,
2a, 2a
sau, descompunind in factori diferenta de pitrate, avem

‘x +L_

b2 — Lac ‘ V—xlnac
2a ’ + 50 T =0,
care se descompune in doud ecuatii de gradul I si dau,
respectiv
'''''' — b — Vb —hac
2a $ x2 - %2a (3)

xz, =

In stabilirea acestor formule am presupus in mod esential

cd b® — 4ac >0, deci trebuie si examinidm separat cazurile
b2 — 4ac =0 si b% — bdac < 0.
b) Daca b* — 4ac =0, ecuatia sub forma (2) devine

i) -

care este satisficutd numai cind

b —
$+-2—a —-—0,
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de unde solutia

Observim c# aceastd solutie se obtine si din formulele (3).

dacit inlocuim b? — 4ac O
Ambele formule ne daun in acest caz aceeasi radacind
— b —b \ . «
—, &, = —. De aceea, in acest caz, se zice ca
2a 2a

r, =

— b e oo .
xr = . este raddcina dubla.
2a

In concluzie, formulele (3) sint valabile cind b — 4ac> 0.
¢) Dacd b2 — 4ac < 0, atunci 4ac — b2 > 01 ecuatia (2)
se poate scrie
bac — b2

[z + = ) 42 =0, 2"

&)a

hac — b®

unde ———
ha®

> 01 cum (x + - ) > 0 pentru orice z, ecua-
tia (2') cere sd giisim acele valom ale lui 2 pentru care suma
de doud numere pozitive din partea stingd sd devind nula,
ceea ce uu este posibil, deci ecuatia nu are solutit in
acest caz.

Pentru ca ecuatia sd aibd solutii si in acest caz, a trebuit
sd se introducd numere noi, al caror patrat si fie negativ.

Vom introduce astfel de numere, cu urméatoarele de-
finitii:

— Numum unitate unaginard un simbol, pe care-l notam
cu litera i si asupra cdruia facem conventia ca in calcule
patratul lui sd-1 inlocuim cu — 1, adicd * = — 1. .

— a st b fiind doud numere reale, o expresie de forma
a-+ib o numim numdir complex, iar ib se numeste numér
imaginar.

Astfel, un numar complex a-ib are partea reald a si
partea imaginara ib.

— Dacd b =0, numdrul complex a + ib se reduce la
numadrul real a, deci numerele reale le putem considera un caz
particular al numerelor complexe. Dacd a =0, numdirul
complex devine un numdr imaginar, de forma b¢; prin defi-
nitie (1b)? = 20> = — b2

— Doui numere de forma a + b si a — tb, care au partile
reale egale si coeficientii partilor imaginare egali in valoare
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absolutd, dar de semne contrare, se numesc numere complexe

conjugate.

Revenind acum la rezolvarea ecuatiei (2’), avind
bac — b*
———— > 0, are sens expresia

ba?

dac — b _ [hac — b?
- 2a

ba?

si ecuatia (2) o putem scrie

E +§%f—w~“z;»—‘*12=o

sau
4ac — b2 Vhac — b?
care se descompune in doud ecuagii, care ne dau solutiile
— b+ Vhac — b7 _. —b—1Vhac = = .,
=y s 9))

adicd in acest caz solutiile sint doud numere complexe avind
f— I, — h2
—.);b , lar partile 1maginare 4 L—*—a-c)—a——b-
Comparind formulele (3’) care dau solutiile ecuatiei de
gradul II in cazul > —4ac <O cu formulele (3), care dideau
solutiile in cazul b2 — 4ac > 0, observiam ca formulele (3)
vor deveni valabile s1 in caml b? —bac < 0, daca facem
conventia ca

partea reala

Vo2 — dac = iVhac — B2
Exemple:
V=% = ila =2,
/=3 =i)3.
In acest fel
. V=1 =i

Introducind numerele complexe, a dispdrut imposibili-
tatea rezolvarii ecuatiei de gradul 11 in cazul 62 — 4ac < 0.
3. Prin definitie, numérul complex a + bi = 0, cind
avem a=0 §i b=0. Rezultd de aici cd doud numere com-
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plexe, a4 bi si a "1+ b'i sint egale, adicd a-+bi=a'+0'i,
dacd avem a=a’ 51 b=1>"; aceasta inseamna cd pértile reale
sa fie egale intre ele si coeflcxen’gu partilor imaginare de
asemenea sa fie egali.

In adevar, egahtatea a4 bi=a’'+ bl se poate scrie
(a —a’) + (b — b )L = 0 insd aceasta echlvaleaza cu ega-
litatea ¢ —a’=0s81 b — b'=0,saua=a’ 51 b=">0". Trebuie
sd mentiondm cd, prin uonventle numerele complexe sint
supuse aceloras1 reguh de calcul ca s1 numerele reale.

Aplicatie. In baza condltlel de egalitate a doud
npumere complexe sa se determine z §i y astfel ca s& avem

2 4+ bix — 3iy =141 4+ 3z — dy.

N 3z — by = 2,
‘Vem{ 5z — 3y = 14.

De aici z =4, y =2.
4. Modulul cantitatit complezxe a + bLe_stg_nEmérul pozitiv
+ Va2 —5—_b2 si se scrie mod. (a 4 bi) = |[a® + o®sau|a+bi|=
=Va® + 2.
De exemplu

|3 +2i] =)9+4 = V13.

Numerele complexe a + bi, a — b, — a+ b, — a — bi au
acelast modul.

Numirut [a? + b* este nul atunci si numai atunci cind
a=0 si b=0; de aici rezultd: condifia necesard si suficientd
ca un nundr complex sa fie nul este ca modulul sau sd
fie nul.

in cazul ca v =0, modulul se reduce la }/a? , deci modulul
unui numadr real este egal cu valoarea sa absoluta.

OPERATII CU NUMERE COMPLEXE

Principiul general ce std la baza operayiilor cu numere
complexe constd in a aplica numerelor complexe regulile
de calcul algebric, considerind expresiile a + bi si ¢’ + bQ

- ca binoame de forma a + bz $i a’ 4+ b'z, cu conditia ca,

inlocuind totdeauna pe i* prin — 1, dupa toate reducerile
ce se pot face, rezultatul final si fie tot de forma A + Bt.
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ADUNAREA

5. Suma mai multor numere complexe este tot un numir
eomplex, avind ca parte reald suma partilor reale si drept

Sloeficient al lui ¢ suma coeficientilor lui ¢ din numerele
ate.

Avem deci relatia
(@+ bi) + (@' + b'i) = (a + a’) + (b + b')i
sau
(ay + by1) + (ay + byt) + (ay + byt) = (a; + ay + a3) +
+ by + by + by)
si, in general,
(ay + b10) + (ap 4 byl) + (ay + byi) + ... + (@, + b,i) =
= (a4 @y + ay+ ... + a,) + i(by + by + by + ... + b,).

Daca b, + by + by + ... + b, = 0, suma obtinutd este
un numdr real.

In cazul cind suma a doud numere complexe este nuli,
se spune e¢d numerele complexe sint opuse.

Suma a doud numere complexe conjugate este un numir
real 2a, egal cu dublul pirtii reale

(@ + bi) + (@ — bi = 2a.

SCADEREA

6. Prin definitie, a sciidea numirul complex ¢ 4 di din
a + bt inseamnd a afla un alt numidr complex z - iy, care,
adunat cu ¢+ di, si ne dea numirul a -+ bi.

Deci
a—+ bi=c+4 di + z+ 1y,

de unde vom avea
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gi ob{inem

8
I

a—c¢
b—d,

<
I

deci
(a + bi) — (¢ + di) = (a — ¢) + (b — d).

Rezultd cd a scidea pe ¢ + di din a-bi, inseamnd sd-i
adundm lui a+ bt pe —c—di, adicd opusul lui.

Diferenta a doud numere complexe conjugate este un
numdr imaginar

(@ + bi) — (a — bi) = 20i.

INMULTIREA

7. Produsul expresiilor a -+ bi prin ¢ 4 di se efectueazi
inmultindu-le ca doud binoame de gradul I in i, dupéa
regula inmultirii algebrice, tinind seama cd > = — 1.

Deci (a + bi)-(c + di) = ac + i (be + ad) + bdi®? =
= ac — bd + 1 (be + ad).

~ Produsul a doud numere complexe este tot un numdr
complex.

Produsul a doud cantitatl complexe conjugate este un
numdr real, egal cu pdtratul modulelor lor.

(@ + bi). (a — bi) = a® — b%2 = a® + b2

Produsul mai multor factori

" (@ 4 byi) - (@ + byt) - (a5 + bgi) + -+ (@n + b,i) se obtine in-

multind primul factor cu al doilea, rezultatul cu al ireilea
s1 acest rezultat cu al patrulea si asa mai departe.

8. Valoarea .produsului mai multor factori complecsi
nu depinde de ordinea factorilor. De aceea, cind avem de
inmultit mai multi factori de forma E = (a 4 bt) (a — bi)-.
«(¢+di) - (¢ —di), vom inmulti factorii conjugati si apoi pro-
dusele rezultate si vom obtine E = (a%+ b%) (¢ + d?). Proce-
dind in alt mod, de exemplu inmultind primul factor cu
al treilea, apoi al doilea cu al patrulea, obtinzm E =
= (ac — bd)? + (ad + be)?. Dacd inmul{im separat primul cu
al patrulea si apoi pe al doilea cu al treilea factor, vom
avea F = (ac -+ bd)2 -+ (ad — bc)2.
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Comparind aceste rezultate, putem scrie

(a® + b2) (¢® + @2y = (ac + bd)? + (ad — be)? si

(a? :{— b?) (c? 4 d?) = (ac — bd)* + (ad + bc)?, relatie cunos-
Icluta s1ilz numele de identitatea lui Lagrange. Acest exemplu
e aratd insemndtatea introducerii n i
foiratd Inserni umerelor complexe in

IMPARTIREA

9. A impirti doui numere compl | pri 3
_mpdrti d plexe a--bi prin c¢-+d
fnseamnd si aflim un numdr z - iy, care sép satis}{;c;
relatia (a + bi) = (¢ + di) (x + iy) = cx — dy + i(dz + ¢y). De

aici avem

a = cx—dy
b =dz + cy;

rezolvind sistemul, obtinem

__ac + bd

- §i gy — be—ad
2 4 a2’

c2+d2.

l) 51 2 d2 0 d 3 d t f td t" N

ac+bd+ibc_ad ) ) ‘
@ + d? ERTR care este citul impértirii lui a + bi
prin ¢ 4 di.

10. La acelasi rezultat am fi j i
celasi re ) putut ajunge mult mai
repede, daci am fi inmultit si numiritorul si numitorul

. . a4 bi . . .
fractiei T prin conjugata numitorului
(a+bi)-(c—di)=ac+bd+ibc—ad
¢ + d? 2+ &2 e+ a2’
Exemple
T+i (1402

= 1.

_ A2 gy
2

1—i (- 1+9)  1— -
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2. S# se efectueze impartirea

14+iV3 _ (4 iV3)? _ 4 2iY34 8% —2+23
V3 —du+d3 -GV s
—1+iV3
o 2

PUTEREA NUMARULUI COMPLEX

11. Puterile unititii imaginare. Am notat unitatea
imaginara V=T cu i. Ridicind la puteri succesive pe 1,
obtinem

2= —1, P=1it1 = i,
B 2= — 16— 4.2 =—1,
= 2.2 = 41, =1t 3= —1,

=it = 1.

Continuind in acest fel, vedem cd puterile lui ¢ se repetd
in mod periodic si deci putem scrie
PR — (i4)k = + 1, JaRtl — ek — L i-,
Ak ek g2 jAR+3 o ek 3 —

Puterile cu sot ale lui i sint reale si egale cu o+ 1, iar
puterile fard sot sint numere imaginare si egale cu 4 1.

12. Cantitatea complexd a4 bi se ridica la o putere
carecare ca orice binom de gradul I, tinind insd seama de
puterile lui i.

De exzmplu (a 4 b1)? = @* + 2abi — b* i in mod analog
vom putea ridica la puterea 3, 4, 5 etc.

Prin puterea « n-a a cantitdjii complexe, n fiind intreg
pozitiv, intelegem produsul a n cantitati complexe egale.

Deci, tinind seama de puterile lui i, putem scrie

e L wr A S s

1.2
$(nan—1 p— = V=2 grsget )i s
i 1.2.3 ’
. — 1) s s
b n.___( n_.m._—anzb“ e f—
(a L) a 1.2 + ’
— (a1t b — nin=1{r=2) waps )i
[na —e +
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Deci (a+ bi)"= A + Bi, iar (a — bi)* = A— Bi, unde prin 4
s B am notat expresiile din paranteze. Aceste rezultate
e birie sd le retinem, fiindcd au o deosebitd importania.

Inmultind aceste relatii, membru cu membru, aven
(a + b2 = A2 + B2

13. Dacéd ludm un polinom intreg in z

F(x) = Aget + Aygv™ 1+ Ay 4+ A, 7+ A,

unde 1y, A,, A,,... sint numere reale sau complexe si in
acest polinom inlocuim pe z prin a + bi, dupa efectuarea
calculelor, polinomul va lua forma unui numir complex,
deci

F(a+ bi) =P + Q1, fiindcd un termen oarecare A,z
in cazul cd A, = a4 i, va avea forma (« + B1) (a+ b)) r =
un produs de doud numere complexe, deci vom obtine un
numar complex.

In cazul cind 2 =01 0=0, vom avea F(a-+ b1)=0,
ceca ce inseamnd cd a 4 bi este o riddcind a ecuatiei
I'(x) = 0.

Aceastd problemd o vom adinci in capitolul urmator.

RADACINA PATRATA

14. A extrage rdddcina patratd dintr-un numir complex
a -+ bi inseamnd sd gdsim un numir z 4 iy, care si satis-
facd relatia

(a + bi) = (x + iy)>
Aceastd egalitate ne conduce la relatiile
22—yl =a
2zy = b,
deci vom avea de cdutat solutiile reale ale acestui sistem,
intrucit x si y trebuie sd fie numere reale.

Ridicind la pétrat ecuatiile sistemului i adunind
membru cu membru, avem
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(22 4 y?2)% = a® + b%; intrucit 2% y* este o marime

. pozitivd, avem

2%+ y2 = a® + b2, care impreund cu 22— y*=aneva da

T = :EVV—————“2+;2 Ty =+ VV_____a2+2b2— 3

5

trebuie sd tinem seama si de semnul lui b, fiindcd daca
b >0, produsul xy din ecuatia sistemului este pozitiv,
deci z si y au acelasi semn si deci semnele din fata radica-
lului se asociazd astfel: 4+ cu 4 sau — cu —.

In acest caz, avem
PRSI = e (=]

In cazul ¢ b <V, z si y au semne contrare, dec1 trebuie
luat - cu —sau — cu

Vaoi i = & ([ LR JIEER=d),

In ambeie cazuri, radicina are doud valori opuse.
Ridicinile pitrate a doudi numere complexe conjugate
sint si ele conjugate.

LEzemple
Q5 aflSr w8 dS el Spoow < . —1+3V3
1) S& afldm rdddcina pédtratd a numdrului ———5——-

. =1+ iV . 1
Scriem cd V-——;——V— =z+iysiavem z® —y= ——
§i 22y = V—;— ; rezolvind sistemul, obtinem

x=:}:‘;‘1 Z/=:]:Y—z“’
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deci rddicinile ciutate sint numerele opuse

14 i3 si —1—il3
2 2

EXERCITH

1. S se giseascd valorile lui a si b, astfel ca s& avem
relatiile

1)(@2b)+@+b—2i=0.

9) (@ 4+ b2 —25) + (@ —b —1)i=0.

3) a + bi =3 —2i.

4) a + bi = a* — b + 4.

2) S4 se calculeze |5 — 3i. Scriem V6 =3i = x + ly
8i, rezolvind sistemul

3
22 —y? =5, xy:-E,

gdsim valori pentru

z = 4+ Vﬂ oy =+ VM . 2. Si se determine z si y, ca s avem
2 2 'Vf. 1)8l—!—l, _2=7l_12_l_y.
Deci = y x
34 3% pie ] biy —a =i — a’y — biy.
1/5—3i=x+iy=_V5_%+iVj_5:*V3é f ‘ 2) aix + biy f
& 3. S4 se efectueze produsele
sau 3 B T T
5+ V34 _ BT i 54+ /65 (V6 + iV5); 14+1— — 1)
V5+V34_iV—5+V34 £ V5 +iVes (V6 + iVB);  (
2 ' Fe o
fffff L (5 — V%) (/3 + i12).
F=Y0F 15 = Vo+124+0 , J/VoF12— o) _
DVE=Fo - * (V 2 N lV 2 J /; 4. S§ se calculeze produsul
it . : _a: — ).
T - = . .y it 1—-1 1—2i) (1 3i) (1 A
== (34 if3) -2 ().
’ ) ¢ 5. Sd se calculez2
15. Pentru a calcula riddcina a m-a din @ + bi, egalim b A4+79 Q@+ @+ G+

expresia Va + bi = z + ty. Deci totul revine s calculdm
valoarea lui z si a lui y din relatia (z + iy)™ = a + bi, de 6. Si se verifice egalitatea
unde

. . . . 100
i7+l18—]—125—|—-L35—l—L97+l1° = 0.

N 'l, L

a" — CLamBy Ol — g

:
1
|
p

Clamly — C3.am3ys 1 .. — p, } .
. _ (2 4+ iV2) + (2 —il2) =2
In cazul general, rezolvarea acestor ecuatil este impo- s
sibila pe cale algebrici, astfel ¢ vom trata aceasti E _ =
chestiune prin altg metoda. 8. (6 + iV6)3 4+ (6 —i)6)® = 6%

7. S4 se arate cd
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P =14 V3 —1—-:iV3
9. Dindu-se =g oy = 2 lVg, 3=1,
se verifice egalititile
D)ool =af = a3 =1; L]
2) # + x + oy = 0;
3) @ ey oy =1;
4) of = ay;
) «f = a;
6) 1 4+ a« 4+ o = 0.
10. S& se efectueze operatiile
(549 + V5 =9)°
(@ + ib)* __la — ib)*
a—1ib _  a+tib
11. S& se efectueze
1L+ V7), (A — V7|8
( 2 ) +( 2 , )
12. S4 se puni sub o formi mai simpla
1
] +—z 1—i
1
b) = 14+ V3
13. Si se efectueze impartirile
e E U Et 1 R Ry
1473 Ts4iys 14 23 a—iVs’
e) a — bt .
b+ al
14. S se efectueze
a) 14+itga b (14 202 — (1 — )3
t—itga’ @B rap_2tip

15. S& se calculeze ‘: + ?)2 , punindu-se sub forma a-- bi.
— 1

16. S& se puni expresia

1 1 1 .
- — - - - sub forma a + bi.
1—2 140 1—7

(14 d) (1 20) (1+430)
1+ 4i

17. Si se scrie sub forma a + bi citul

18. Si se calculeze: a) V3 — 2i; b) V3 + 4i.
19. Si se calculeze: V5 + 12i; V4 — 3i.
20. Si se calculeze: V:, Vt+ i3.

21. Sa se calculeze expresia

334567,
41 — 3

22. Si se verifice egalitatea

REPREZENTAREA GEOMETRICA A NUMERELOR
COMPLEXE

16. Expresia complexd de forma a -+ bt poate fi re-
prezentatd grafic printr-un punct, avind coordonatele z=a
si b.

yNumerele reale pozitive sau negative sint reprezentate
prin puncte situate pe z'z, deoarece au ordonata nuli.
Aceastd axd se numegte axd reald. Numerele imaginare
sint reprezentate prin puncte situate pe axa Y'y st de
aceea aceastd axid se mal numeste §i axd tmaginard.

Expresiile complexe 2430, —3 + 2, —4 — 3 sint
reprezentate prin punctele A4, B, C, far imaginarele
— 2i, + 41, prin punctele D si E. Numerele reale 3, — 5,
prin punctele F, G.
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Oricérui numir co
in planul axelor, I;};Lexsi +n3;ésizref£32?: e;n EE:;C; 31 —2 —3i sint afixele punctelor A si C, simetrice in raport cu
lui, si, reciproc, oricirui punct dM avind abscisa a si or- : ::‘llngé’?xiie 12n+r:ilp§;t _c—uz—gxgg ;1;13 afixele punctelor A st D,
onata o
4 numdr béollilgoelfslj; nie ;;ln Totalitatea numerelor complexe corespunde punctelor
y care se numegte aﬁxul " din planul complex. Numerele reale reprezentate pe axa z'z
£ acestui punct. : sint cazuri particulare ale celor complexe.
- 94 Expmmxﬂeconqﬂexecon- .
S : Jugate @ + bi i @ — bi vor 8
¢ fi reprezentate prm doua N FORMA TRIGONOMETRICA A NUMERELOR
. : 7 : > P puncte sunetrlce in raport I . COMPLEXE
: x cu axa z'z, expresiile opuse e :
P 0 atbi st —a— by reprezintd - 17. Am vizut ci pozitia punctelor M este determinatd
T R puncte simetrice in raport - cind se dau valorile a s1 b; adicd mirimile a, b determini
;?egll:lgell;ei :Z*{elor lar - ex- ;| pozitia punctului # in plan.
doud puncte lsi;l-etglc—g . ; ' Lungimea OM, luatd in valoare absolutd, reprezinta
mn ci g . o 5
Fig. 1 raport cu axa y'y modulul cantititii complexe si este egald cu + Va2+62 =r,
| - iar unghiul mOM=u«a, pe care-1 face directia pozitivd a axei
Exemplu - Oz cu OM, se numeste argumentul cantititii complexe.
s N . e . oy . .
L Acest unghi este socotit in sensul vozitiv trigonometric
in %w{_ilrtmczu Ji sint alixele punctelor 4 si B, simetrice = adicd sengsul invers mis- ¢ ,
k axa  z'z; numerele complexe 24-3; sl A carii acelor de ceasornic, * P
y e s1 poate varia intre O si
_____ Ny . 27. Dacd mirim unghiul «
i : 5 cu un multiplu de 2=, M
M ) Lo revenim la aceeasi po-
i : & zitie a punctului M. Re-
5 J., ) ;i zultid: conditia necesard b
e Y. f s §i suficientd ca doud nu-
) I i : Lo mere complexe sa fie "
! | ! j % egale este ca modulele >
| ! i : t lor sd fie egale si argu- 0 a ”
+ ) ‘ ! : - : mentele sd fie egale sau
, 7, T Ta z . sa difere printr-un mul-
I L ! L tiplu de 2m.
| ! _ Valorile lui @ si b le putem exprima trigonometrig din
Cb---4---e 8 triunghiul OmM
] P
| f » a=7rcos o, b=rsin «, 1)
. ti iar numirul complex a +bi devine a + bi = r (cos « 4
Fig. 2 L --isin «), care este forma trigonomeltricd a expresiet complexe.
e
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Din relatiile (1) @ = r cos «, 6 = r sin «, prin ridicare
la patrat si adunare se obtine

—_ T T 1o a . b«
r=Va¥ 757, oS o = ———e §ih 0@ = =

relatii care ne permit si trecem de la forma algebrici a
numdrului complex la forma sa trigonometrici. Dindu-se
valorile a si b, totdeauna putem determina un unghi «
cuprins intre O si 27 ¢i o valoare r, care si satisfaca relatiile

e . . b o .
date. Nu e recomandabil si folosim relatia tg « = — , cici
a

in acest caz corespund pentru argument doud valori « s
o 4 7, adicd unui singur numéir complex a -} bi i-ar cores-
punde doud puncte diferite (diametral opuse).

Observare

Dacé in forma trigonometricd r (cos « -+ i sin «) facem pe « = 0
sau a = 0 4 2kw, & un numair intreg, numairul complex se reduce la
o cantitate pozitivd r, reprezentatd printr-un segment luat pe sensul
pozitiv al axei z’z.

Daci « = = sau « = (2k+1)=n, cantitatea complexa se reduce la
un numir negativ —r, reprezentat pe sensul negativ al axei z'z.

. T T . <
Daci o = — sau a = — +2kn, cantitatea complexa se reduce
" 9

F4

la +ri, numir imaginar, reprezentat pe partea pozitivd a axei y’y.

. . 3 3 . <
Si dacd « = T osau o = -~ + 2km, cantitatea complexa se re-
2 2

duce la un numéir imaginar, reprezentat pe sensul negativ al axei y’y.
Mai deducem urmitoarele:

1) Modulul unei cantitati complexe nule este nul si reciproc.

2) Doud numere complexe conjugate sint de forma:

r(cos « 4 isin a) si r[cos (2kn — «) + ¢sin (2krn — «)], avind
modulele egale si argumentele cu valori opuse sau completindu-se la
un multiplu de 2x.

3) Doud numere complexe opuse sint de forma r (cos « + ¢ sin «)
si rfcos (« + w) + isin (¢ + =)]; ele au modulele egale si argumen-
tele diferd prin .
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1. Si se treaca de la forma algebricd

mplul I la
efpfezieipi + i la forma trigonometrica.
Avem a = 1, b =1, r=Va + =12,

a 1 Vﬁ ,
o == == T
co8 ; V 2
G} . ™
; b 1 _ V2 . gecia=—-
S]na:—:=———_— [k

—
[erd
=
w
I
-+
~.
z
=
-
—

Astfel ca 1 +i=1V

Exemplul 1l.5ase scrie sub forma trigonometrica

expresia 1 — 1. -

Avem: r = V1 + (—D2=12,
! Va2 Sinot=:1:f,_z.-

> o = = = — - >
cOSs v‘} ) y 5 5

zitiv, ) ino este
intrucit in acest caz cos « este pozitiv, 1ar sin

negativ,

2 » 7
inseamnd ca o este in cadranul 1V.

Deci a0 =

315° si putem scrie

1 —i=V2 (cos315° + i sin315°) sau, expri

ghiul in radi

Dar cos 3

ani, avem
] 2 i  sin =
1—L:V2(COS—[,—+I/ .

o
15° = cos (— 4H°) = cos 45°,

-~ . ALY
sin 315° = sin (— 45°%) = — sn 45°,

numirul dat

Exzemplul [

formi trigon
Aplicind

se scrie:
| —i =2 (cos 45° — 1 sin 457).
11. Sa se scrie numirul 5

ometrica.

formulele (1) gasim i

mind un-

+12 i sub

_ . 13 .
r =57 122 = 13, apoi cos & = 7 sin o = —

[°M)

ambele sint pozitive, unghiul se giseste in primul cadran
i aflam cd o = 67°23'
Scriem o o
5 4 121 = 13 (cos 67°23’ + i sin 67°23").
btinutd o putem scrie intr-o formi generald

Expresia 9 °93") + i sin (360° k-+67°23")-

5 4+ 12i — 13 [cos (360° k+67
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Ezemplul IV. Si se exprime sub forma algebrica
numdrul 4 (cos 30°+i sin 30°); stiind cd cos 30° = 1[23_ si
sin30°=%,avem4(cos30°+ i sin 30°) = 4(_VZ§ T L%) -

=2V3 + 2.
Ezemplul V. Si se scrie sub formd algebrici
numdrul cos © 4 i sin .
Aici avem r =1, « = &, deci
a=rcos t=—1
b =r sin ® = 0 gi putem scrie
cos ® 4 ¢ sin © =— 1.

EXERCITII

1. S& se scrie sub formd trigonometrici urmditoarele
expresii imaginare

1)
2) —1

3) —L i3
2 2
4) V3 + 1
33 4 ;3
5) 2 T 2
6) 14+ i3
7 242V31i
8) 53 —5i
N1 —iV3,1+i3, =1 +iV3, —1 —iV3.
2. S4 se scrie sub forma algebricid urmitoarele expresii
complexe
1) cos 0° + 7 sin 0°
™ - E
2) 4[cos B—[— l smw)
3)005—7_5-—[— { sin =
5 . 5

4) 2(005 —Z-—}— i sinf}
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T . . T
5) 2(cos-4——|— l smz—)
6) 7 (cos 0° 4 7 sin 0°)
7) 5 (cos m 4+ ¢ sin w)

= T .. I
8) 512 (cos—é——}— i smz)
9) 8 (cos 75° 4 1 sin 75°)
™ . - 3
10) 11 ( cos Y -+ ¢ sin 7)

OPERATII CU NUMERE COMPLEXE EXPRIMATE
SUB FORMA TRIGONOMETRICA

ADUNAREA

18. Daca avem doud numere complexe a+ bi=r (cosa -
+ ¢sina) 1 a” + bt = r" (cosf 4 i sinB), suma lor va
fi (a+a')-+1 (b+0b') sau , 7

rcos o« ++ r cos B 4 ¢ (rsin o 4+ ' sin B) si are ca modul
M2=(r cosa+r'cosB)? +
+ (rsin o 4 ' sin B)%= |
=r24r'24-2rr'cos (a —B).

Aceastd expresie ne
aratd cd modulul sumes
este egal cu suma modu-
lelor termenilor, c¢ind

cos (a0 — 3) =1 sau
« — P =2 K = (adicéra-
zele OM si OM' au ace-
easi directie) si este egal
cu diferenta modulelor
termenilor, cind « —f=
=2 K = + © (adica ra-
zele OM $i OM' au direc- Fig. 4
tii opuse).

Reprezentare geemetrici. Construind intr-un sistem de
axe perpendiculare punctele M si M’ imaginile numerelor
complexe a + bi si a’ + bt s1 paralelogramul OMPM’,
punctul P este chiar imaginea sumei (a + bt) + (a’ + b'7),
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iar OP este modulul acestei sume. Din triunghiul OMP,
putem deduce cd OP<OM + OM'(OM' = MP), adici:
Modulul unet sume este mai mic sau cel mult egal cu suma
modulelor termentlor sumei. ) )
Acest lucru se poate dovedi si pe cale algebrica, folosind
proprietitile inegalitatilor. ) . )
Constructia pentru aflarea punctului P se intilneste in
fizicd la compunerea fortelor dupa regula paralelogramului.

SCADEREA

19. A sciidea din numérul r (cos « + isin a) pe r’ (cosf--
+ i sin B) inseamnd a aduna primul numér cu opusul nu-
marului al doilea.

Fig. 5

Reprezentare geometrici. Luim punctele M si M’, ima-
ginile numerelor date, apoi luim pe M'’, simetricul lui M’.
Construim paralelogramul OMQM'’. Punctul Q este ima-
ginea diferentei, iar din triunghiul OMQ deducem

0Q>0M —OM' (OM' = MQ), deci:

Modulul unev diferente este mai mare sau cel putin egal
cu diferenta modulelor termenilor ei.

Ca si la adunare, avem egalitate numai cind cele doua
numere au acelasi argument.

INMULTIREA

20. Dacd avem de inmultit numerele complexe

r(cos o+ isina) si r’(cos «’ + isin«’), vom avea:
rr'[cos « cos o'+ sin « cos «' 47 sin &’ cos o+ i2sina - sina’] =

= rr’[cos @ cos a’ —sin o 8in o’ -+ § (sin « cos o’ +

4 cosa-sina’)] =rr'[cos (a4 o’) + isin (o + o).

De aici deducem ca:

Modulul produsului se obfine inmultind modulele fac-
torilor sai, iar argumentul, adunind argumentele factorilor.

Tot de aici putem deduce cii produsul este nul, cind cel
putin unul din factori este nul, cici in acest caz unul din mo-
dulele factorilor trebuie i

- sd fie nul. y 8

Reprezentarea geome-
trica. Dacd ludm punctele
M si M’, imaginile numere-
lor date, ca si obtinem ima-
ginea IV a produsului, ducem
semidreapta OB astfel ca
X 20B = a + «’, i ludm pe
OB segmentul ON = rr’.

Racd ludm pe Oz punc-
tul u, imaginea numdirului 1,
triunghiurile OuM si OM’N
sint asemenea.

.1 r ..
Deci — = -——, de aici

r ON

% ON = ' si astfel am putut
determina punctul N.

APLICATIE
S& inmultim numerele complexe
Zy = ry(cos ay + isin ), Zy = r, (cos a, - i sin o)
§1 Ly =rg (cos ay - i sin ay).
Inmultim pe Z, cu Z, si avem:
Zy«Zy =ryryfcos (a; + o) + @sin (2, + a,)];




apoi acest rezultat il inmultim cu Z; 1 obtinem
L4 Loy = ryrorg[cos (ay + ay + 05) 4 Usin (@ + o, 4 a3)].
In mod analog, avem produsul
7,2,25... 7, = Pl rpleos (&g 4+ oy + o3 + oo 4+ a,) +
+ U osin (o + oy F ooy 4+ o o)l
IMPARTIREA

21. Numarul r (cos « + i sin «) se imparte prin
r’ (cos a' - t sin «'), dacd afldm numérul complex

‘ A R (cos A + i sin A),
y care sa satisfacd relatia
r{(cos o + ¢ sin a) =

= [r’ (cos «’ + ¢ sin a’)]*
‘[R (cos A+ i sin A)]
si deci

r(cos « + i sin a) =
=r'R {cos (a’ + A) +
+ ¢ sin (a’ + A)],

de unde

r=r'R si G(—]—2K7t;
= a' + A, 2Kn fiind un
multiplu de 2x.

. De aici obtinem R == ,
Fig. 7 : »
s1A=oa—a + 2Kn.
Sinusul si cosinusul fiind functii periodice cu perioa-
da 2w, putem scrie

r(cos o + isin a)

= L [cos (@ — a’) + & sin (&« — a’)].
r’ (cos a’ + i sin a’) r’

Modulul citului este egal cu citul dintre modulul deim-
partitului §i acela al impdrtitorulut, iar argumentul citulut
este diferenta dintre argumentul deimpdr{itulut si argumentul
impdrtitorulut.
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Reprezentare geometrica. Pentru ca si obtinem imaginea citului,

~ ducem OB care face cu Oz un unghi egal cu « — «’, i pe aceastd

. semidreapta luim OP = L. Punctul P este imaginea cdutata.

r
Consideram si in acest caz punctul u, luat pe axa Oz, imaginea
unitdtii si observdm ca triunghiurile OuM’ si OPM sint asemenea,
deci putem scrie

A =L , OP = L. Deci am construit punctul P, imaginea citului.

OopP r r’

APLICATIE

Sa se arate ca
1 ..
————————— =2co0s * -+ I sin «.
COS o0 — 1 S1I o

1) Scriind numdrdtorul sub forma trigonometrica, frac-
tia devine

cos 0 -+ ¢sin 0

— =cos « + I sin .
cos (—a) + i sin (—a)

2) Amplificind fractia prin conjugata numitorului, ea
capdtd forma
COS o + 1 SHI a .

- : = cos « + ¢ sin «.
cos? o + sin? «

RIDICAREA LA PUTERE

22. Pentru a ridica un numdr complex la o putere oare-
care, folosim formula obtinutd la inmultire. De exemplu
[r(cosa + rsina)j? = r(cos « + sin «)-r(cos « + isin o) =
= r?[cos (x + o) + isin (« + «)] = r?(cos 2« + ¢ sin 2«)
si in mod analog se poate ardta cd

[r(cos o + tsin «)]® = r® (cos 3o + T sin Ja).
In general, se poate arita cid avem

[r(cos « -+ ¢ sin «)]* = r" (cos na + U sin na).
Modulul puterii unui numar complex este egal cu aceeasi

putere a modulului bazei, iar argumentul este egal cu argu-
mentul bazei inmultit cu exponentul puterii.
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FORMULA LUI MOIVRE

23. Dacé in relatia r" (cos « + i sin «)® = r" (cos no +
-+ ¢sin ne), enuntata mai inainte, facem pe r = 1, obtinem
formula lni Moiore 1:

(cos & + i sin «)" = cos na + { sin na.
Exemple

1. Sd seridice la cub numdérul z = 2 (cos 20° 4~ ¢ sin 20°).
Aplicind formula lui Moivre, avem
23 = 23 (c0s 3-20° + tsin 3:20°) = 8 (cos 60° 4 isin 60°) =

( +LV‘):4(1+L'V§).

" —1 3 . o
2. Si se calculeze (—— — L’ . Scriem numérul sub
2 2
L. .o 1 . V3
formd trigonometricd r = 1, cos a = - sm o = — —
D

« = 60° + 180° = 240° (’% radiani) si deci numirul de-

. 4 . . hmy3p .
vine cos‘f—!—t sin ?ﬂ') = cos 4 pr 4 Usin 4 pr = 1.

APLICATII ALE FORMULEI LUI MOIVRE

24. Din formula lui Moivre (cos « 4 sin o)™ = cos ma
+ i sin ma se pot deduce valorile lui cos ma si sin ma in
functie de cos o si sin «.

Dezvoltind membrul intii §i egalind partile reale si
coeficientii pé&rtilor imaginare, obtinem

.. 9 — . 4 —
cos ma-+isin ma=cos™ o — Crcos™ 2o sinu -+ Cp, cos™ "a-

—1 m—3

csind @+ ... 4+i(Crcos™ ' o sin a— C3 cos « sin 3o 4 ...)

2 —e . y i
cosma=cos" & — Crcos" ~ asin? a4 Cpncos™ "o sin 4o+ ...

— . 4 —3 .
"y sin o — Cp cos™ o sin® o +

sin ma = CL, cos
4+ C3cos™ P asin® o + ...
Cltga—C3 tgda + C3, tgho— ...
: i
1— Cf‘ntg2a + Cp tgto— ...

tgma =

1 Moivre — matematician francez (1667 —1754).
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In cazul particular, cind m =3, obtinem formulele
cunoscute din trigonometrie
cos 3a= cos*x — 3 cos « sina
sin 3a=3 cos?x sin « — sin3a
3tg o — tgd «
tg 30( == *-b“—’qg—d— .
1— 3tg%a

Exercitii. Si se calculeze cos 4a, sin 4a, tg 4a
in functie de cos a, sin a si tg a.

RADACINA UNUI NUMAR COMPLEX
25. Sa extragem rdddcina pdatratd din numdrul
z=r (cos a -+ I sin a). -

Dacd notdm cu z modulul si cu y argumentul radacinii
cautate, vom avea

Vz=Vr (cos « + isin a)= z (cos y + isin y) = u.
Ridicind la patrat, obtinem

r(cos o 4+t sin ) = 2% (cos 2y -+ ¢ sin 2y) si din con-
ditia de egalitate a doud numere complexe, vom avea

22 =r, de unde r=|r (riddcina aritmetici) si
2y = o + 2kmw, 2kn fiind un multiplu de 2rn

o -+ 2km

Y =
Yy 2

Ridicina patratd din numdirul dat va fi
24 - 2k
Vri coSs ‘u, + 1 sin (E_l ’
2 2
k fiind un numar intreg oarecare.

Sd vedem cite valori diferite ale rédédcinii vom obtine
dind lai %k valorile: 0, 4+ 1, +2 etc.

Cind £ =0, avem

i o L
u, =\ rLcos; +1 sm?] .
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Cind k =1, vom obtine
Uy =l/7[cos(—;— —I—Tc)—}— i sin(% —l—n)]:
=V—r[——cos(+—;—)—-isin(—l——;—)}z-—v“r{cos% ~|—isin—;-'-
Deci uy, = — uy.

Dacd ddm lui %k valorile 2, 3, 4,... vom obtine valori
succesive egale cu u, si u,; de asemenea, pentru valori
negative ale lui k.

Ridicina pitratd dintr-un numdr complex are doud
valori diferite, doud numere opuse. )

In mod analog am putea si extragem rdddcina cubicd
din numirul z =r (cos « -+ i sin «).

26. Ridicina a n-a.

Pentru a afla rddédcina a n-a din z = r (cos « + L sin «)
trebuie si gisim un numdir complex x (cos y + t sin y) care
ridicat la puterea a n-a, si fie egal cu numadrul dat.

Deci
r (cos o 4 @ sin a) = [z (cos y 4 i sin )" =
= z" (cos ny + isin ny).
De unde rezultd
#" =r, ny = « -+ 2kr, 2kn fiind multiplu de 2x.
De aici deducem c&

— o + 2kw n, = o 1wt . -
x =T, y= """, [Vr este riddcina a n-a aritmetica

a luir.

Avem deci formula

—— - o + 2kn .. o + 2kr
IVr(cos a + i sin o) = Vr(cos ———— 4 1s1n — )
n
care ne di riddcina a n-a dintr-un numir complex: £ este
un numdr intreg oarecare.

Modulul ridacinii de ordinul » dintr-un numar com-
plex este egal cu radicina de acelagi ordin din modulul
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pumarului de sub radical, iar argumentul este egal cu
argumentul numérului de sub radical m&rit cu 2kr, impér-
tit la indicele radicalului.

Dacéd ddm lui k valorile 0, 1, 2, 3,..., n—1, obtinem cele
n valori ale rddacinii, iar daci vom da lui & valori in con-
tinuare, se repetd valorile obtinute. Deci rdddcina de ordi-
nul n are n valori distincte.

Aceastd formuld se mai poate scrie

[/ r(cos o + isin o) =

- .. 2k . . 2k
= [}'/r‘{cosﬁ + zsmﬁ)(cos—i-}— i sin ").
n n n n
27. Ridacina r-a a unitatii.
Dacd in formula de mai sus facem pe r =1 si « =0,
obtinem
2kw

v 2kt ..
1 = cos ™= 4 i sin "= .
n n

Rédacina a n-a a lui 1 are n valori, care se obtin ficind
in formuld pe £k =0, 1, 2,..., (n — 1).

Radacinile reale de ordinul n ale unititii se obtin cind

2km

. 2k 2 :
sin== =0, de unde == = 0 sau —— = x, deci avem k = 0
n

si k =—, cind n este cu sot.

|3

Prin urmare, dacd n este fird sot, avem o singurd rids-
cind reald de ordinul n a unititii, egald cu 1. Daci n este
cu sot, doud réddcini de ordinul n ale unititii sint reale.

Ele se obtin facind pe k=0 si k = %51 sint 4-1 si—1.
Exemplul 1. Si aflim ridicinile cubice ale uni-
tatii.
/1 se obtine din egalitatea

2k . .2k .
1 =cos§—+ls1n—3£; facem pe k£ = 0,1, 2, si ob-
. 1 . V3 1 . V3
§lnem1,-——~2—+t~2—,—?—l—2—-




Aceste radécini sint afixele virfurilor triunghiului echi-
lateral A BC, inscris in cercul cu centrul in origine si raza 1.

Ezxempiul Il. Raddcina a 4-a a unitdtii se obfine
din formula de mai sus, ficind pe n =4 si k =0, 1, 2, 3.
Radicinile sint + 1 i 4 1.

Cele n valort ale raddacinit a n-a a unui numdar complex
se obtin inmultind una din aceste rdddcint cu cele n raddcini
-ale unitatii.

Diu tormula ridacinii a n-a dintr-un numir complex,
. - o .. TV
factorul [/ "‘cos— -+ 1 sin —| este o valoare a rdddcinii a

n n
n-a din z, 1ar factorul al doilea este ridicina a n-a a unititii,
care are n valori.

Exzemptul L. Si caleulam[/7. Punind pe i sub
formd trigonometricd, avem

i = cos = + isinZ . Unadin riddcinile cubice ale lui i este
2 2 :

|

w

cos%—i—isin%:%—i-i—‘;-:%(v-g + ).

Ridacinile cubice ale lui ¢ se obtin inmultind aceasta
raddcind cu rddacinile cubice ale unitdtii si vom obtine
1 5 , 1 5 ,
T3 +d; 7 (=V3+i);—u

Ezemplul ll. S& se calculeze

V_3£+i.3.

2 2
Punem sub formd trigonometricd numérul
33, . 8 . 3'|/§.3__(f_..n)
e sl avem-—— + i+ & = 3[cos & +Usin G
; . - 1o v . o - kg .o T
Una din radécinile ciutate este 14/5(005 ” + tsin i) .

Pentru a obtine cele patru rdddcini ale numdrului dat, in-
multim aceastd valoare cu cele patru rdddcini ale lui 1,
care sint + 1 si - 1.
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. Exemplul Ill. Si se extragd rdddcina de ordinul
al 4-lea din numarul 81. '
Scriem numdrul 81 sub forma trigonometricd

81 = 81 (cos 2km 4 isin 2kr)

si

v

181 = |81 (cos 2kr + isin 2kn) :3(cos i%—{— isin ’%5),

dind lui % valorile 0, 1, 2, 3, obtinem patru valori pentru
radicina de ordinul al 4-lea a numérului 81.

k=0; |81 = 3(cos 0° + isin0°) = 3
. . WQr —1;:- ©o i _ .

k—1,1/81—3{00s2+151112’ 3i

k=2;1/81 =3(cosn + isinn) = —3

k= 3; /81 :3(cos§1—r~|— isiniﬂ) = — 3i.

Avem 3 si — 3, rdaddcini reale, si 3t si — 3i, doud radi-
cini imaginare conjugate. .

ECUATII BINOME

28. O ecuatie de forma 2™ 4 4 = 0, unde A este un
numdr oarecare se numeste ecuatie binomd. Rezolvarea
ecuatiilor binome pe cale trigonometricd se reduce la ope-
ratia extragerii rddécinii, adicd la gisirea celor m valori
ale rdddcinii a m-a din A.

De exemplu, considerim ecuatia 2™ — 4 =0, 2™ = 4,

x = 3/A. Dacd punem pe A sub formi trigonometrici

A = r(cos « 4+ isina),
avem ’

x = Y/r(cos« + isin ).
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Cele m ridicini ale ecuatiei binome sint date de re-
latia
Xy = r (cos 2hm ¥ @ - Lsmym + “) E=01,2,....m —1

sau
- o P4 2kr .o 2kw

2y = 3T (cos Z 4 isin —) (cos 2T gsin =25
m m m m

(h=0,1,2, ... m — 1).

Din aceastid relatie se vede cd cele m radicini ale ecuatiei
binome ™ — A = 0 se obtin inmultind cele m radicini ale

unitdtii, date de relatia

cos 2T L isin T (k=0,1,2, ..., m — 1)

m m

cu
Nr (cos-ﬂi+ isinix—} ,
m ny
unde ¥/r este radicalul aritmetic din r.
Exemple. L. Siserezolve ecuatia 2® + 8 = 0.

Avem 23 = —8 §i z = [/ —8; scriem numdrul sub
formd trigonometricd

— 8 — 8[cos (180° 4 360°k) -+ isin (180° + 360°k)]
si deci

[/ —8 = 2[cos (60° + 120°k) -+ isin (60° -+ 120°k)].

Cind k = 0, 1, 2, vom avea

x; = 2 (cos60° + 1sin60°) = 2( + z——) =1+ iV3;

xy = 2 (cos 180° 4- isin180°) = 2(—1+1i-0)= —2;
ot ' N T

23 = 2 (c0s 300° + tsin300°) = 2(% — l"V‘TJ“ 1—i)/3.

II. Si se rezolve ecuatia 2% — 243 =0. Avem 2% = 243,
adicd z = [/243, dar 243 = 243 (cos 360°k + isin360°F) si

0/ 243 = [/ 243 (cos 12°k + isin T2°k);
eind k =0, 1,2, 3, 4, obtinem
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x; = 3(cos0° 4 i5in0°) =3; =z, = 3 (cos 144° 4 isin 144°);
x, = 3(c0s72° + isin72°); 2z, = 3 (cos 216° -+ isin216°);
x5 = 3 (cos 288° 4 isin 288°).

Dacél afldm sinusurile §i cosinusurile argumentelor obti-
nute, vom putea exprima algebric ridicinile ecuatiei date.

APLICAREA NUMERELOR COMPLEXE
IN FIZICX ST TEHNICA

Se stie cd la trecerea unui curent alternativ printr-o
bobin& 1, in afard de rezistenta ohmicd (activd), apare o
rezistentd datoritd inductiei, numiti reactantd inductivi,
a carei valoare .este

R, = 2=f.L,

unde [ = frecventa curentului si L = inductanta bobinei.
Rezistenta totald se poate reprezenta prmtr un numar
complex

R=Rﬂ+ iBL’

Modulul | R| = VRE + RZ reprezinti impedanta, al
cdrei argument o este dat de tgo = LA
- R

Q
. R-Ro %M.
7 X R L
Rg
Ay
Y Ra -
Fig. 8

~ Consideratiile de mai sus ne folosesc in cazul cind intr-un
circuit avem intercalate mai multe bobine in serie sau
paralel si cind prin aplicarea relatiilor lui Kirchhoff putem

' v. Fizica cl. a X-a, cap. Curentul atternatiy.
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calcula impedanta totald ca o sumid de numere complexe
de forma

Ru + LRL'

Ludm doud exemple.

1. (Legarea in serie.) In circuitul din figura ali-
turati fie frecventa curentului (f = 50 Hz) si tensiunea
(U = 220 V). Bobina S, are coeficientul de inductie proprie
(inductantd) L, = 7 henry si bobina §, o inductie proprie

Sz
52 ) Sl
[ TR l [ Sy
1 L
’ Tig. 9 IFig. 10

L, = 3,5 henry si amindoud o rezistentd ohmicd Rq; =
= Rg, = 200 Q.

Ne propunem sd calculim intensitatea curentului.
Avem

R, = Ra; + i2nfL, = 200 + i27-50-7 ~ 200 - 22001,

R, = Rq, + i2nfL, = 200 4 i2x.50-3,5 ~ 200 4 11007,
unde, pentru simplificare, pentru = ludam valoarea ?
Atunci R = R, + R, =~ 400 4 3 300¢ este rezistenta
totald complexd (impedanta) a circuitului.
Modulul numérului complex R este 14002 4 3 3002 =~
~ 3 324.
Intensitatea curentului va fi:
— E,f:_,—’ 220 A
| R| 3 324

~ 0,066 A.

2. (Legarea in paralel.) Asezdm ambele bobine in paralel
si dupd relatia lui Kirchhoff

B, R, (200 -+ 2 200i) (200 + 1 100¢)
_ 2 - .
R, + R, 400 + 3 300¢
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Ne trebuie modulul lui R, adici impedania; avem

R, R .
|R| — | Ry -] 2| 2210 1120(@745,
|R, + R,| 332
apoi calculdm intensitatea
U
~22A =~ 0,295 A.

\RI 745
In mod analog se procedeaza si cind in circuit se afla

un condensator, fnndca condensatorul intr-un circult de

curent alternatlv se comportd ca o rezistentd (reactantd
capacitivi).

EXERCITII
1. SA se efectueze
T .. 21 .. 2 T .. 0T
oS |— - 1sin — ) fcos — 4 {sin == — =].
(6 h)( 9+ 9 COS9+lSln9
2. Sa se calculeze impirtirea
4
CcOs i + isin [f—ﬁ
9 9
5
cos 2~ + ¢sin é’-r-
18 18
3. S& se calculeze

[2 (cos % + isin %}]2,

4. Si se calculeze

[2(cos 12° 4 T sin 12°)]5.

5. S& se calculeze

e

6. Sd se rezolve ecuatia bipitrati
w4+ 2—i)a?—1—i=0.




19. S& se gaseasca expresia generald a arcului z, care

7. Si se calculeze modulul si argumentul expresiei
’ satisface ecuatia

[1 + i +V3a — L)]‘*

(cos x + tsin x) (cos 2z + 1sin2x) ...

1+
8. S3 se calculeze ¢ - ... (cosnz + isinnx) = 1.
V4 + 43 . i‘j‘ 20. Si se calculeze expresia
9. S se calculeze raddcinile cuvice ale expresiei i — /3. e A= 3+ ip.(+ip,
10. Sa se rezolve ecuatia ‘,1\.’ pe cale algebricd si trigonometrica.
wt — 16 = 0. - A 21. Si se calculeze sumele -
11. S4 se rezolve ecuatiile 'M Sp=1 —C 1+ —cs o,
#—=1=0; 2#—1=0; 28 —1=0. | Sy=Ch— €% 4 C5—C + ...
12. 84 se rezolve ecuatia - o 22. Si se demonstreze cd

ot
<
I
[«

22— (7T + 0)x + 14 4 51 n
2m1 L 22 cos 'm)

A

L 1) §g=1 + ¢t +¢ + ... =

'vli—\

13. S& se rezolve ecuatia ‘- (
P4l =+ 3 — 4 =0. ' o e s gt
— 1 5 2 [on- P . nm
14. S& se arate cd ( 2) $;=0C,+C + C + ... . {A 4 2 4)
V4 e (a2 1
(1—5, +1+i) = (—Ap-2 - 3) S, =CL + L+ P+ . 7("'1 200'-143

15. Sa se arate ca

@+ D = (—8)". 4) S3=0C+C + '+ ... = —;—(2"'1 — 27%gin E’

.
4

16. S& se scrie numarul complex sin « + i cos x sub .~ 23. S& se demonstreze cu ajutorul numerelor complexe
forma trigonometricd. folosind f ¢ ¢ e cd, dacd z,,2,, 23 sint afixele virfurilor 4, B si C ale unui
17. 84 se calculeze, folosind forma trigonometrica, nu- - triunghi echilateral, iar P de afix z este un punct oarecare
mérul B : din plan, atunci cu distan‘gele PA, PB, PC se poate construi
4 B+ un triunghi. (Teorema lui Pompeiu.)
= i 5
Vs =0 ’ 24. I'iind dat sin ® = «; sa se formeze ecuatiile care dau
18. S& se calculeze expresia i , .« )
P . 1°sin > = z; 2° sm(—’:y; 3° sin £ = .
1 2 A 5
‘cos—n— — isin E);
B = 6 6 25. Fiind dat cos @ = b, s se formeze ecuatiile care dau
= - .
cos =+ isin =)z a 1°cos > = z; 2°cos > =y; 3°coS—=3z
6 , 3 3 5
p= 12 177
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26. Din inmultirea numerelor a + bi si  + yi sd se
deducd relatia

ay + bz

arc tg% -+ arctg% = arc tg oz — by

27. Un triunghi echilateral are doud virfuri in punctele
z=1s812 =24 i

S& se afle al treilea virf.

28. Se culund& in apd un con de lemn de 1 m iniltime,
astfel ca axa lui s fie verticala.

Se cere indltimea pértii conului care intrd in apa, fi-
cind s& pluteased conul cu virful in jos si apoi cu virful in
sus. (Densitatea lemnului 0,5.)

CAPITOLUL V

PROPRIETATI ALE POLINOAMELOR
SI REZOLVAREA ECUATIILOR

1. Vom reaminti citeva notiuni pe care le-am mai in-
tilnit si in capitolele precedente.

Expresia
flx) = a2 4+ a 2" + ... + a,; z + an 1)

in care z este o variabild, iar coeficientii a,, a, ,...,a, con-
stante (cu cel putin a, 2 0), este forma generald a unui
polinom in x de gradul n.

Dacd egaldm cu zero aceasta expresie, obtinem

f(x) = agz" + a;2"* + ... + apqx + a, = 0, (2)

care este forma generald a unev ecualii algebrice de gradul n.
Se zice cd a este rdddcind a ecuatier f(x) = 0, atunci
cind inlocuind in f(z) pe x cu a, rezultatul inlocuirii este
zero.
De exemplu, se poate verifica usor ca ecuatia

2 — 823 + 1422 +-8x — 15 =0
admite ca rdddcini pe z =1; 2=3; =5 i z = — 1.
Daca inlocuind in f(z) pe z cu orice valpare, rezul-
tatul inlocuirii este zero, vom zice cd ecuatia f(x) = 0
devine o udentitate.

Polinomul f (x) se zice cd este identic nul si se scrie
f(z)=0.

Exemplu: a(@—2?) + z(2*—a) + 2% (a— z) = 0.
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AR S

TEOREMA LUI D’ALEMBERT

2. In capitolele precedente, am pomenit mereu de
riddcinile unei ecuatii si intrucit in citeva din chestiu-
nile tratate, atit in aritmetic#, cit si in algebri, am dat
cite o teoremd de existentd si de unicitate, e firesc si punem
intrebarea:

fiind daid o ecuatie algebricd, sintem siguri cd ed are cel
putin o rdddcing ?

Réaspunsul este afirmativ: Orice ecuatie algebrica, cu
coefictenti realt sau complecsi, admite cel putin o raddcing
reald sau complexd.

Aceastd teoremd nu o putem demonstra aici, deoarece
ea cere cunostinte ce depégesc cadrul unui manual de
scoald medie.

Teorema aceasta celebrd si fundamentald in teoria
ecuatiilor poartd numele de teorema lui d’ Alembert.

3. Gu ajutorul teor>mei lui d’Al:mbert, putem scoate
o altd teoremd tot atit de importantd (si care ar putea
fi numitd consecinta teoremei lui d’ Alembert).

Teoremid. O ecuatie algebricd de gradul n
f(x) = Agx™ + Ayz™t 4 ...+ Az + A, =0 (1)

admite n raddcini.

Pentru demonstrarea ei, ne vom servi de teorema lui
d’Alembert.

Dupé aceastd teoremd, ecuatia f (z) = 0 admite o ra-
dicind reald sau complexd, fie ea z;; atunci f(x) se divide
cu (x — x,), deci putem scrie

f(z) = (¢ — xy) - fL(=), )

unde f;(x) inseamnd un polinom de gradul (n — 1).
Ecuatia f;(z) = 0, la rindul siu, admite si ea o rada-
cind z,, deci

fi(@) = (z— 2,) - fa(), 3)

unde f,(x) va insemna un polinom de gradul (n — 2).
Inlocuind pe fy(x) din (3) in expresia lui f(z) din (2),
putem scrie

f(@) = (z — 1) (x — x) - fo(x). (4)
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Continuind tot asa mai departe, se va obtine, din
aproape in aproape, identitatea urmatoare

unde A este constanta. ) ) ‘
Pentru a determina pe A, scriem din nou egalitatea (5),
punind in locul lui f(z) valoarea sa datd in relatia (1).
Aga" + A" 4+ L+ A+ 4, =
. = (zx — 2y (x — ) ... (x — x,) A. (6)
Sub forma aceasta, se vede cd in partea stingd a" are
coeficientul A,, iar in partea dreaptd, dupd dezvoltarea
produsului, 2" are coeficientul A.

Rezulta deci ca
A =4, (7)

gi atunci relatia (6) se va scrie astfel

Agr® + 42" 4 L dpq T+ A=
= A,z — zy) - (@ — 23) ... (T — 7,)

@

Se vede astfel ca ecuatia f(z) = 0 admite n rdddcini
Ty, Tyy..., L, S€ Mai zice cd aceste numere sint rdd&cinile
polinomului f(x).

Din relatia (8) se vede cd un polinom de gradul n se
poate descompune totdeauna intr-un produs de n factori
liniari, de forma (z — a), a fiind real sau complex.

- Un binom de gradul 1 de forma (z — a) se numeste
L in algebrd factor liniar. Un factor liniar nu mai poate
" . fi descompus in factori mai simpli. El are in algebrd rolul
& pe care numdirul prim il are in aritmetica.

Observare. Cele nradicini nu trebuie sd fie in mod nece-
: sar distincte, se poate intimpla ca in produsul celor n factori liniari

f! . un factor liniar si figureze de mai multe ori. L
i De exemplu, dacd avem « rdddcini egale cu a, § riddcini egale
l cu b etc., A radicini egale cu [, atunci ecuatia datd f (z) = 0 va avea

forma
fla) = dy(z — a)t-(z — bJF v (@ — PP =0, (9)
cu conditia s& avem
a«a+ B+ .. FA=n. {10
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Se zice atunci cd ecuatia [(z) = 0 are radacini multiple

a este rdddcind multipla de ordinul o de multiplicitate,

b este rddédcind multipld de ordinul 8 de multiplicitate etc.
Dacd « = 2, a se numeste radicini dublg,
dacd « = 3, a se numeste ridicind wripld,
dacd a = 4, a se numeste riddcind cuadrupli etc.

Daca, de exemplu, avem ecuatia
fle) = (e = 17 (x4 3t & — 4P (2 - %)(z +5) = o0,

atunci putem spune ca

1 este rddicind dubld (multipld de ordinul 2),
— 3 este rdddcind cuadrupld (multipla de ordinul 4),
4 este radacini tripld (multipld de ordinul 3),

2 - ™ .
— este rddacind multipld de ordinul 6,
3

— b este riidacind simpla.

4. In legiturd cu descompunerea polinomului f(z) in factori, se
poate da urmatoarea teoremd de unicitate:

Teorema. Descompunerea unui polinom in factori liniari nu este
posibild decit numai intr-un singur fel.

Ludm mai intli cazul cind polinomul f(z) are ridicini distincte.

Fie polinomul f(x) de gradul n.

Sa presupunem cd am avea pentru /(x) urmitoarele doud descom-
puneri distincte

f(a) = Ag(z — a) (z — b) ... (z — ]) (1)

flx) = Ag(z — a’)(x — b") ... (x — V). (2)

Vom ardta ca cele doud descompuneri cuprind aceiasi factori. Va
irebui sa avem, oricare ar fi valoarea lui =

Aglz — a) (2 — b) ...fz — D) =Ay(z — a’) (2 — b)) ... (z— V). (3)

Intii impartim in ambele pirti cu 4,, pe urmi observim ci

partea din stinga se anuleazd pentru z = a; va trebui si se anuleze
si partea a doua, asa cd vom avea:

@ — a’) (a— b’) .. (a—=V)=0. (4

Unul din factori trebuie si fie egal cu zero; trebuie deci ca a sa

fie egal cu unul din numerele a’, b, ..., I’. Presupunem ci a=a’ si

impértim ambele pérti ale identitétii (3) prin (z — a), vom obtine o
noud identitate

Ag(x — b) o [z — )= Ag(x — ') oou (z — U). 15)
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Repetind rationamentul de mai sus, vom gési
b = b" si din aproape in aproape [ = I,

In concluzie, pentru polinomul f(z) de gradul », cu toate rdda-
cinile sale distincte, avem un mod unic de descompunere in faciori
liniari

flx) = dg(x — a) {a — h) ... (x — 1) (6)

S4 ludim acum cazul cind polinomul / (z) de gradul n are si rada-
cini multiple.

34 presupunem cd am descompus polinomul
flx) = Aga™ + A" + ..+ A, + Ay 1)
in factori
1(z) = Ay (z — a)* (x — b)8 ... (z — U4 2)
cu conditia sd avem
«+ B+ ... +2=n (29

Presupunind descompunerea polinomului f(z) in alti factori, am
putea scrie

f(x) = Ag(x — a’)*’ (& — b .., (z — &IN (3)
cu conditia
o + B + ... 4+ N =n. (3%
Egalind relatia (2) cu (3), ar trebui sa avem
Ay(z —a)r (@ — b3 (z— D =do(z—a) (= bW . (z—=U) (&)
sau, impartind peste tot cu A4,,
(x—a) (z—0)3 ... (x—Dr = (z—a" )% (x=b")¥ ... (x—=U)V. (5)
Partea din stinga se anuleazd pentru z = a; deci si partea din

dreapta trebuie si se anuleze, cind vom inlocui pe = cu a. Deci tre-
buie sd avem

la — a’) (a — b)® ... (a — )V = 0. (6)
Avind un produs de tactori, ca sa fie egal cu zero, unul din fac-

tori: trebuie si fie egal cu zero; trebuie deci ca a si fie egal cu unul
din numerele a’, b, ..., I

Vom lua a = a’. Atunci egalitatea (5) se scrie:

(#—a)x (z—0b)f ... (z— = (z—a)¥ (x—b")% ... (z—=0U). (7)
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Aici si in partea stingd si in partea dreapta flguream (¢ — a),
ridicat la o putere oarecare.

Presupunind cd o > «’, impirtim toata egalitatea (7) cu (x — a)*’
si obtinem:

(@ —a)—% (2 — b)B ... (z — P = (x—b6)¥ ... (x— I')». 8§

Dacd punem acum z = a, se anuleazd numai partea din stinga,
pe cind partea din dreapta nu se anuleazi, deoarece a a fost diferit de
b, ¢, L, U

Rezulta cd nici partea din stinga nu trebuie s# se mai anuleze
pentru z = a, adicd sd nu mai cuprinda factorul (z — a)*—2"; acest
lucru se intimplda numai atunci cind exponentul « — o’ = 0, iar
factorul se reduce la 1. Prin urmare, rezulti ca:

o = o’

Simplificind atunci egalitatea (5) cu (x — a)*, vom obtine o noua
identitate

(x—b)B(x—c)Y... (x— V). (9)

Repetind rationamentul de mai sus, vom gasi, din aproape in
aproape,

(x— A= (x— b ) (x— )Y ...

b=b,c=c¢, ., 1l =10
B=B"y=7%),A=N,

adicad descompunerea polinomului f(z) in factori liniari se face numai
intr-un singur fel.

(10

POLINOM IDENTIC NUL

5. Dacd un polinom se anuleazd pentru un numdr de
valori ale lut x mat mare decit gradul sdu, acest polinom este
identic egal ou zero, adicd toli coeficientii sdi se reduc la zero.

Sd presupunem c& polinomul f(z) de gradul »

f(x) = Ag2" + A" + oo+ Apy 2+ A, (11)

se anuleazd pentru (n + 1) valori diferite ale lui z
Zyy Ty geery Lyy Tngpe
Polinomul f(z), in particular, e divizibil prin
L— Ty, T— Lgy vevy T— Zn,
deci §i prin produsul

(x — z;) ( — 23) oo (2 — )

£ 41 84

gi cum este de gradul », avem identitatea
flx) = Ay (x— 27) (x— T) ... (x— ). (12)

Polinomul f(z) se anuleazd insd si pentru z = z,,,, deci

trebuie sd avem
f(xTH-l) = A()(x"+l — . (an-l— x’n) : 0. (13)

Factorit Z,,, — Zq, Ly — Ty oovy Tpyg — @ sint topi‘diferit,,vi
de zero, intrucit prin ipotezd valoarea x,,, este distincta
de toate celelalte z,, x,, ..., x,; urmeazd deci

xy) (Tpyy— ) -

= 4, =0. (14)
E_h“ ; In acest caz insd, polinomul f(z) de gradul n dat de
L.~ relatia (11) se reduce la un polinom de gradul n — 1

flz) = A;2" + A,2"2 + ... + A,.,x + 4,. (1)

Printr-un rationament analog, deducem c¢d si coefi-
r, cientul A, trebuie s& fie zero si de asemenea

Ay = Ay = ... = A, ; = 0. Deci f(z)= 4,.

» ' In aceastd identitate facem z = x,, de exemplu; vom
avea f(x;) = A,. Insd r, fiind riddcini, rezultd f(xl) = 0,
deci A, =0

.
[_ Urmeazid deci cd toti coeficientii polinomului dat se
_ reduc la zero si atunci polinomul este nul pentru orice
* wvaloare a lui z, adicd polinomul este identic nul, ceea ce
se scrie astfel
¢

f(z) =0. (16)
Consecintad.

Dacd un polinom de gradul n ia aceeasi valoare peniru
N (n 4+ 1) valori ale lui x, acest polinom se reduce la o con-
stanta.

- Fie polinomul f(z) de gradul n
flz) = Aga™ + Ay 2" 4+ ... + A2 + 4, (17)

care ia aceeasi valoare K pentru n + 1 valori ale lui z.
Aceasta inseamnd cd polinomul de gradul n

o | fz) — K (1)
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se anuleazi pentru n 4 1 valori ale lui z, deci este identic
nul, adicd

/() — K=0, 19)

de unde scoatem ci

f(x) = K, (20)
ceea ce probeazd cd polinomul f(x) se reduce la o con-
stanta.

CONDITIA CA DOUA ECUATIH
SA AIBA ACELEASI RADACINI

6. Teoremi. Conditia necesard si suficientd ca doud ecuafit
de acelast grad sda aibd aceleast rdddcint cu aceleast ordine de
multiplicitate este ca termenii de acelasi grad in z si aibd
coeficientiv proporiionalt.

Fie cele doud ecuatii
f(R)=Ap2" + A" 4.+ A, 2+ A4,=0, 4,20, (21
g(x)=By"+ B2" '+ ...+ B2+ B, =0, By5=0. (22)

Presupunem cd cele doud ecuatii au aceleagi rddécini

Ly Lay ceey Tns
atunci putem scrie
flx) = Ay(x— ;) (x— ) ... (x— 2,), (23)

¢(2) = Byl — 7)) (T— @) ... (& ). (24)

Impirtind cele doud egalitati, obtinem

e 4 _ g (25)
g (z) B,

sau
f(z) = K- g(x). (26)

Inlocuim aici pe f(x) si g(x) cu valorile lor din (21)
s1 (22) avem

A 4 A"t L+ A A = (27)
= K(By" + Bya"* + ... + B,z + B,),
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“care se mai poate scrie
(Ag— KBg)a" + (A, — KB))a"* + ... +

(28)
+(4,., — KB, ;) + (A, — KB,)= 0.

Dar pentru ca un polinom sd fie identic nul, trebuie ca
toti coeficientii sdi sa fie egali cu zero, adicd trebuie sa
avem

Ay — KBy =0, Ay —KB, =0, ... An_q—

(29)
- 1<Bn-l = 07 An“ KBn =0
saue.
b _gho g, A g A g (30)
B, B, By, B,
sau inca
Ao _ A Ana _An g 31)
B, B, Bn, Bn )

In concluzie, pentru ca doud ecuatii si aibd aceleasi
raddcini, trebuie sd aibd coeficientii proportionali.

Invers: dacd doud ecuatii au coeficientii proportionali,
putem inlocui coeficientii A=K B,, A;,=KB,,..., A,=KB,,
sl atunci ecuatia intii se va reduce la ecuatia a doua, prin
urmare cele doud ecuatii vor avea aceleasi rddécini.

RELATIILE FUNDAMENTALE INTRE RADACINILE
SI COEFICIENTII UNEI ECUATII DE GRADUL n
7. Fie o ecuatie cu coeficienti reali sau complecsi
f(x)=A¢z" + A2t 4+ A2+ ...+ A, 4,2+ 4,=0,
Ay #0. (1)
Dacd notam radécinile acestei ecuatii cu
L1y Lgy Xgy ooy oy Ty

in baza teoremei de descompunere a polinomului in factori
de gradul I putem scrie

fley=A,(x— ) (2 — ) (£ — Z3) oo (T— Zpy) (T — ). (2) ;
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Deci avem
Aga™ + Aya™t A, 2" 4 L F A+ A=
=Ag(x—x) (2 —23) (2 — 23) (x—a,4) (—7,)

sau, impdartind cu A,
A - An. A
x”+‘-4—‘x"‘1+—2x"2+...—|— L
A, A,

A, A,

= (x— ) (x— 2) (x— 23) ... (x— x,).

Dacd dezvoltim produsul din partea dreaptd, avem

;!
.’Ln"f— n—1+ zx-—2+.“+ x+:n
A, Ay

=" — Sla:" 1 + Syt — Sy a3 ..+
(=S 4 (=S, (4)

unde se stie, dupa cele invatate in capitolul cu privire la
binomul lui Newton, ca S, 8,, 83, ..., S,1, 5, reprezintd
suma produselor cite 1, cite 2, cite 3, ..., cite (n — 1),
cite n, a celor n rddacini ale ecuatiei.

Identificind, adicd scriind c& coeficientii acelorasi
puteri ale lui z sint egali, obtinem

4, Ang

IH

- P
8, = x1+x2—i—x3—{~...+xn_1—{—xn=__j
o
Ay
So =2+ 2,25+ o0 21, = +T
Ao
. A
S3 =Xy Ty T3 + o+ Tpep Tpg Ty = — —
o ()
y Ap
S =X % T+ Ty Ty on By Tpyg + - ~(-"1)""7
0
A
S, = T XoZy ..., = (—1)* . =2
A,
-

Relatiile (5), care stabilesc o legdturd intre réddcinile
Ty, Xy, Ty, e, Tnopy T ale ecuatiel si coeficientii A,
A, ..., A, ai aceleiasi ecuatu se numesc relatu fundamenta‘e
intre riadieini si coehclentl.
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Intre radacini si coeficienti pot exista nenumirate alte
relatii, de exemplu
PN I < . R
2 2 4 ... (e 2
Relatiile fundamentale formeazd un sistem de n ecuatii
cu n necunoscute

Xyy Loy Tzy eony Lp_gy, Epe

Aceste relatii insd nu simplificd intru nimic rezolvarea
ecuatiei propuse.

Intr- adevir, pentru a rezolva acest srstem, ar trebui
gisit un sistem echivalent cu el, in care sd avem o ecuatie
care si nu contini decit o singurd necunoscutd, de exemplu

- pe z;. Insi, intrucit sistemul (5) e simetric in raport cu

toate necunoscutele Xy, Tgy Ty, -.., T, ecuatia astiel obtinuti
ar fi in mod egal verificatd side celelalte radicini z,,25,...,7,

i, prin urmare, ar fi identicd chiar cu ecuatia (1).

Aceastd afirmatie s-ar putea verifica, eliminind de
exemplu necunoscutele z,, z,, ..., z, intre ecuatiile sistemu-
lui (5). N-o facem din cauza lungimii calculelor; ea se
poate face usor in cazul ecuatiei de gradul IIT gi eventual

de gradul IV.

" Relatitle fundamentale intre rdddcint st coeficienti pot
deveni utile insd, in cazul cind pe lingd ele se mai dd o relatie
suplimentard.

Studierea acestor cazuri constituie obiectul capitolului
de fata.

8. FEcuagia de gradul 111, sub forma cea mai generali,
se poate scrie

Az® + B2 4+ Cz + D = 0. (D

In aplicatie, de multe ori e convenabil ca primul coefi-
cient al lui z® sd fie egal cu 1 (unu), ceea ce putem face
impartind toatd ecuatia cu A

B

sy B 2, C D _
x+Ax+Ax+A 0

iar aici, in loc de formele fractionare g , %, 3, punem
b, ¢, d, aga cd o altd form& a ecuatiei de gradul III va fi
x% 4 ba2 4 cx + d = 0. (1)

189



Uﬁeori, ecuatia de gradul IIl se prezintd sub forma

2>+ px+qg=0 (I1T)
fard termen de gradul II.
Mai departe (§ 13), se va ardta cii orice ecuatie de gra-
dul IIT poate fi adusi la forma (III).

In concluzie, pentru ecuatia de gradul III, se pot lua
urmatoarele trei forme generale

() Aa® +Bx? + Cx +- D = 0
(I 2 4 bx24+cx +d =0
(II1) 23 4 pz + ¢ = 0.

In exercitii si probleme intilnim cind una, cind alta
din aceste forme, astfel ci e bine ca ele si fie cunoscute.
Vom scrie acum relatiile dintre rdddcini si coeficienti,
la ecuatia de gradul 1I1; géisim

Vi

51=x1+x2+x3=—2

Sy = 1%y + 2,25 + Tpx3 = - % in cazul formei (I).

D
l S Ty Ty g 1

In cazul ca ecuatia datd are forma (1I) sau (I1I), expre-
siille lui 8, S, si §, rdmin aceleasi si se schimbd numai
valorile lor.

Oricare ar f1 insa forma ecuatier de gradul 111, atentia
noastra este indreptatd nu asupra rezultatelor gisite pentru
Sy, S, s1 83, ci asupra expresiilor lor, eici, cu ajutorul
relatiei suplimentare, termenii din aceste expresii se pot
grupa in mod convenabil, astfel ca s& ne dea cheia rezolvirii
problemei.

Astfel, se pot face grupirile

Sl———xl—l—xz-}—x3=(x1—i—x2—i—x3) sau  (z; + x3) + 2,

sau {z, + Z;3) + 243
Sy = 21Ty + XT3 + Ty = 2y (25 + T3) + X7y
sau Z, (¥; + 23) + 2,25 sau incd z;(z, + 2,) + 1,2,;

Sy = 2,773 = (2,2,) T3 sau (T,23) ¥, sau incd (2,x,)2,.

1190

ooy s

 wE——— "

 Atunci, servindu-ne de relatia suplimentari care ni

" se di, luim ca necunoscute noi suma sau produsul a doud

ridécini si rdddcina a treia si cdutdm sa aflim mai intii
acestea. o ' ' _ '
Intrucit cazul progresiei aritmetice s1 geometrice este
mai frecvent, in probleme ne vom opri mai mult asupra
lor. ‘ . ‘ .
Dacd la o ecuatie de gradul I1I, cele trei radacini z,,
Z,, Ty sint in progresie aritmeticd, le putem nota astfel

xl:u xlzu—’l)
Ty =u-+v sau Ty = U
3 = u -+ 2v Ty = u + o.

In mod analog, daca se dd cd la ecuatia de gradul ITI
cele trei ridicini sint in progresie geometricd, le putem
nota astfel

u
r, = u xry = —(;
x, = uq sau Ty =1u
z3 = ug? Ty = uq.

9. Pentru ecuatia de gradul 1V, in mod analog ca si
la cea de gradul III, putem avea urmaitoarele trei forme
generale

Azt 4+ Ba® + Ca® + Dz + E=0 (1)
2+ b2 +ecx2+de+e=0 (IT)
2t +pat+gqx +r=20 (111)

Relatiile intre rdddcini g§i coeficienti, in acest caz,
vor fi pentru forma (I)

B
S1=x1+x2+x3+x4:"’2‘ 1
C
Sy = 2%, + %173 + 1174 + TpT3 + TpZy + XaTy = " (2)

@)

83 = X, XT3 + T1X2%y + 12374 1+ LoZa%y = — "

E
S4 = $1x2$3.’1§4 =':4— (4)
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In cazul ci ecuatia data are forma (11) sau (11I), expresiile
tui 8, S,, S3 st S, rdmin aceleagi si se schimbd numai
valorile lor.

Datoritd faptului cd avind patru radacini x,, z,, 3, z,
ele se pot imparti in doud grupe de cite doud radacini, cele
patru relatii se pot scrie in diverse moduri, grupind termenii
intr-un mod convenabil, astfel ca sd avem suma si produsul
a cite doud radacini.

Putem grupa de exemplu pe z; cu z, $1 pe r3 cu x, si,
in acest caz, cele patru relatii se vor scrie in modul urmator

Sy = (1 + x2) + (T3 + xy)

Sy = (%; + 22) (3 + 4) + 212, + 2324
S = (27 + %) 7324 + 2122 (23 + o)
S

s = (71%5) (2324)

Tot asa de bine am putea grupa z, cu z3, Z, cu r, sau
T, CU Z,, T, CU T

Dacd eonvenim sd notidm suma a doud riddcini (indi-
ferent care) cu s, suma celorlalte doud rddécini s’, iar pro-
dusele acelorasi perechi de rddicini cu p si p’, cele patru
relatii se vor scrie astfel

S, =s+5s
Sy=s"+p+p’
S; =sp’ + ps’

Yy = pp’ |

Scrierea relatiilor intre rdddcini si coeficienti, sub
aceastd formd, grupind rddicinile doud cite doud, ne suge-
reazd si o metodd pentru rezolvarea problemelor, céci relatia
suplimentara care ni se di, in majoritatea cazurilor, e o
expresie in legdturd cu suma sau produsul a cite doud rddécini.

Dacd relatia suplimentard care se di cuprinde relatii
cu privire la suma sau produsul a doud rddicini, vom lua
ca necunoscute not in locul raddcinilor z,, z,, z;, =, sumele
s si s’, precum s§i produsele p §1 p'. o .

Avind pe urmi s si p, aflim doud rdddcini din ecuatia
2* —sz 4+ p = 0 si, cunoscind s’ si p’, afldm celelalte doud
ridicini din ecuatia 22— s’z + p’ = 0.

192

|

In cazul cind se da conditia ca rad#cinile ccuatiei de
gradul IV sa fie in progresie aritmeticd, cele patru riadacini
se pot nota astfel

Z, = u z,=u—3v
Ty =u -+ v sau Ty =Uu—7
Ty = u + 20 r3=u-+v
z, = u + 3v T, = u -+ 3v.

10. La ecuatiile de grad mai mare, de exemplu la ecuatia
de gradul V sau VI, dupi ce s-au scris relatiile dintre radi-
cint i coeficienti in prima lor form4, se vor face in ele modi-
ficdrile ce vor fi indicate de relatia suplimentard, care
cuprinde in majoritatea cazurilor relatii cu privire la suma
sau produsul a cite doud sau trei rdddcini.

EXERCITII $I PROBLEME

1. S& se rezolve ecuatia
2 — 1622 4 792 — 120 = 0 stiind cd 2, + 7, = z,.
2. Sa se rezolve ecuatia
2% — 1122 + 362 — 36 = 0 stiind cid x, - x, = 6.
3. Sd se rezolve ecuatia
x®— 9z% 4 23z — 15 = 0,
stiind cd rdddcinile sint in progresie aritmeticd.
4. Sd se determine a si apoi sd se rezolve ecuatia
x®— 212 + 143z —a = 0,
stiind c& ridddcinile sint in progresie aritmeticd.
5. Ce relatie trebuie sd existe intre coeficientii ecuatiei
ax® + bx® 4+ cx +d =0,
stiind c& raddcinile sint in progresie aritmeticd.
6. Sd se rezolve ecuatia
2?4+ ax? + bx + ¢ =0,

stiind cd rdddcinile sint-in progresie geomeltricd.
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Aplicatie la ecuatia 82% — 422 4 632 — 27 = 0.
7. Si se determine parametrul a si sd se rezolve ecuatia
823 + 2822 — ax— 27 = 0,
stiind cd o riddicind este media geometricd a celorlalte doud.
8. S se determine a, astfel ca una din ridécinile ecuatiel
3 —3az2 4 62— 4 =0

s& fie media aritmeticd a celorlalte doud, apoi sd se rezolve
ecuatia.

9. Si se determine p si sd se rezolve ecuatia
22+ pxt—zx + 2 =0,

stiind cd are doud rdddcini egale in valoare absolutd si de
semne contrare.

10. Fiind datd ecuatia
ax® 4+ ba? + cx +d =0,

ce relatie trebuie sa existe intre coeficientii a, b, ¢, d, pentru
ca suma a doud raddcini si fie egald cu un numdr dat s

Aplicatie pentru ecuatia 22 — 22 — T — 3 = 0;s = 1.

11. S& se rezolve ecuatia 3a® — 72% 4 ¢=0, ctlmd e
diferenta a doua rdaddcini este 1.

12. Fiind datd ecuatia a3+ bx?+cz+d =0, ce relaiic
trebuie sd existe intre coehmenln a,b,c,d, pentru ca una
din ridacini si fie egald cu suma celorlalte doua.

Aplicatie la ecuatiile

8 222 — 2z +2 =0 si 3628 — 1222 — 52 +1 =0

13. Fiind data ecuatia 23+ px+ ¢ =0, ce relatie trebute
sii existe intre coeficientii p si ¢, pentru ca una din radécini
sa fie egald cu produsul celorlalte doua?

Sa se rezolve apoi ecuatia.

Aplicatie pentru ecuatia z® — 6z — 4= 0.

14. Se da ecuatia 28 — Tx+Ar=0.

Sd se determine %, stiind cd x, = 2x,, apoi sd se rezolve
ecualia.

15. Si se rezolve ecuatia 323+ 8x*+ 132+ 6 =0, stiind
ci una din raddacini este egald cu suma inverselor celorlalte
doud.
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16. Sa se rezolve ecuatia a3+ (2a+1)22-+ 3ax+a=20,
stiind cd una din rdddcinile ei este media armonicd a celoi-

2

lalte douid, adici avem — =

X Z,

17. Intre radicinile al, x9 , xgzale eguahe] a,3+px+q 0,
se da relatia x14—2xo+3x3—0

S& se gdseascd rdddcinile si relalia de conditie intre
coehclentl

18. Se da ecuatla z* — 4% — 34x2—|~ ax+b=0.

Si se determine a si b, stiind cd rdadicinile sint in pro-
gresie aritmeticd.

19. Sa se rezolve ecuatia 2* — 1023 43522 — 502 424 =0,
stiind cd rdddcinile sint in progresie aritmetica.

20. Sa se rezolve ecuatia 2* — 823 +- 1422 +8x 4 a=0
stiind cd radacinile sint in progresie ariimeticd.

21. 54 se rezolve ecuatia 2x% — 1523 + 3522 — 302 +8 =0,
stiind cd raddcinile sint in provresie geomelricd.

22. S& se rezolve ecuatia 2t + 12z — 5 =0, stiind cd suma
a doud raddcini este egala cu 2

23. Si screrolve ecuatia 42 + 23— 2224 — 3 =0, stiind
ci are doud raddcini egale in valoare absolutd si de semne
contrare.

24. S4d se rezolve ecuatia 2* + 323 + 22 — bz — 12 =0,
stiind c& produsul a doud rddicini este egal cu — 4.

25. Sa se determine p si sd se rezolve ecuatia
3zt 4 pad + 222 + 122 — 8 = 0, astfel ca produsul a doud
raddcini s fie egal cu 2.

26. Sa se rezolve ecuatia a*- 62341322+ 122 — 5 =0,
stiind c& suma a doud rdddcint este egald cu suma celorlalte
doud.

27. I'1ind data ecuatia x* + ax® + ba? +cx+d=0, sa se
afle relatia de condifie dintre coeficienti pentru ca produsul
a doud raddcini sd fie cgal cu produsul celorlalte doud.

28. Sa se determine parametrii a si b, astlel ca ecuatia
2t 4 2ax3 +3b2? — 22 —a =0 si aibd suma a doud ridicini
egald cu — 1, iar produsul celorlalte doud riddicini egai

I
cu — .

- .
29. Sa se arate ca ecuatia 2> — bdx+ 21 =0 admite doui
ridacini al céror produs este 1 si sd se afle aceste ridacini.

30. Se da ecuatia de gradul V, 2% +pa® 4 g2 4 ro4-s=0.

S& se gadseascd conditiile pentru ca rédécinile si fie in

" progresie aritmelticd.
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31. Se di ecuatia 234 pa?tgx+4r=0.
Sa se arate ca suma puterilor a patra a rddédcinilor
ecuatiei e datd de relatia

S, = p* — 4p%q + 4pr + 2¢°.
32. S8 se rezolve ecuatia
¥ — a2(r + 4R) + p2zx — Sp =0,

unde r, R, p, § sint elementele unui triunghi oarecare.

RADACINI DUBLE §1 TRIPLE

Problema ridicinilor duble si triple se rezolvéd scriind
relafiile suplimentare

z, =z, in cazul rdddcinii duble si

z, = %, = I, in cazul rdddcinii triple.

1. Se di ecuatia % — 4224-5x —a=0. Si se determine
valoarea lui a si apoi si se rezolve ecuatia, stiind ca ecuaiia
admite o riadacind dubla.

2. Se da ecuatia 23 — 1 — m(z — 1)=0.

Sa se determine parametrul m astfel ca ecuatia si admita
o raddcina dubla.

3. Si se rezolve ecuatia x* — 5z3 4+ 42% + 32 +9=0,
stiind cad are o raddcind dubld.

4. Sa se rezolve ecuatia z? — 16az3+ bz -+ c=0, stiind
¢i admite o radicind tripla si cd suma acesteia cu cea
simpld este egald cu 4.

5. Se da ecuatia 2®+pa® —qa?t-rz—s=0 s se cere:

a) Ce relatii trebuie si existe intre p, g, r si s, pentru ca
aceastd ecuatie si admitd o raddcind dubla si o raddcind

tripla’
b) Sa se afle aceste doud radacini in functie de coeficienta.
: . 2 < . .
¢) In cazul particular ¢ = —:1, si se calculeze ceilalti

coeficienti si sd se scrie ecuatia obtinuta.

RADACINI COMUNE LA DOUX ECUATI

11. S luim doud ecuatii P (z) =0 si Q(x)=0, ambele
cu coeficienti numerici.

Dacd polinoamele P(x) si Q(x) nu sint prime intre ele,
fie D(x) cel mai mare divizor comun al lor.
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Pe baza celor invatate, putem scrie
P(x) = D(z) P, () 1)
0(x) = D(2)-0, (), (2)

undfa Py(x) si Qy(x) sint polincame prime intre ele, cici
daci am presupune contrariul, ci ele ar avea un divizor
comun, polinoamele P(x) si Q(x) ar avea si ele acelasi
d:vngor, prin urmare P(r) si Q(x) admitind inci un divizor,
afard de D(x), ar urma c¢d D(z) nu e cel mai mare divizor
comun al polinoamelor P(z) si Q(x).

Din egalititile (1) si (2) se vede usor ci orice ridicini
a ecuatier D (x)=0, va fi radicina si a ecuatiilor P(z) =0
siQ(x) =0, adicd va fi o rdddcina comund a celor doud ecual ii.

Reciproe, o rdddcind comuni a ecuatiilor P(z) =0 si
Q(x) = 0 este o ridddcind a celui mai mare divizor comun
al polinoamelor P(z) si Q(z).

In concluzie, pentru a gasi radicinile comune la doud
ecuatit, aflam intiv cel mai mare divizor comun al celor doud
polinoame si apoi aflam raddcinile acestuia.

APLICATII

12. Exemplull. Si se afle rddidcinile comune ale ecuatiilor
F(x) =0x> — 292% + 1423 + 6022 — 11xr — 4 = 0.
Q(x) =22* — 323 — 422 — 6z — 1 = 0.

Se cautd mai intii cel mai mare divizor comun al poli-
noamelor P (x) si Q(z), cu metoda impdrtirilor succesive
(algoritraul lui Euclid); se ¢iseste

D (x) =222 — 5 — 1.

~ Prin urmare, radicinile comune la ecuatiile P(x)=0
§1 ¢(x) =0 sint date de ecuatia 222 — 5z — 1 =0, adici

Exemplul 11. Si se afle rddicinile comune ale ecuatiilor
P (x) = 2% — 492* + 6723 4+ 1022 — 250 — 4 = 0.
Q (z) = 2a°% — 182* +392% — 2522 + 2 +1 =0.
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Pentru cel mai mare divizor comun se giseste
D(x) =23 — 722 + bz + 1.

Rezolvind ecuatia a3 — 72245z +1=0, se vede imediat
cd admite raddcina x=1; impéartim deci cu (z—1) si avem

28 — 722 452 +1 = (xr — 1)(22 — 6z — 1).

Celelalte doud rdadiacini sint date de 22 —6x—1=0 si
sint egale cu 3 4 }/10.
Prin urmare, cele doud ecuatii admit riaddcinile comune

, =1; x5, =34 V10

TRANSFORMAREA ECUATILOR

13. A transforma o ecuatie f(x)=0, inseamni a deduce
din ea o altd ecuatie ¢(y) = 0, ale cirei radicini y sd {fie
legate de radicinile z ale ecuatiei f(x) = 0 printr-o relatie
cunoscuta.

Keuatia ¢ (y) =0 se numeste transformate ecuatiei
{(x) = 0.

In legaturd cu transformarea ecuatiilor, se pot pune
urmatoarele probleme:

1. Fiind data ecuatia [(x)=0, sd se gaseasca ecualia care
admite ca rdaddcini pe acelea ale ecuatiei f(x)=0, luate cu
semnul schimbat.

In aceasta transformare, legitura dintre x i y este datd
prin relatia:

y = — x deunde v = — y,
deci, pentru a gisi transiormata in —y sau, cum se mai
spune, in — z, inlocuim pe x cu — y.

Exemple
1) f(x)=Dbx® — 422+ 8x+9=0
[(—y)=—>5y" — 4y* — 8y+9=0
sau

5y +4y? +-8y — 9 =0
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sau incd
— f(— 2)=52r31 4224 8x — 9=0.
2) f(x)=6a* — 8a3+ 322+ Hax+ 14=10
f(— y)=6y*+ 8y*+ 3y* — 5y + 14=0
sau
f(— z)=62%+ 823+ 322 — H5x--14=0.

Ecuatia j(— 2)=0 se numeste transformata in (— z)
a ecuatiel f (x)=0.

In practica, pentru a face transformata in (— z) a
unel ecuatii algebrice, la o ecuatie de un grad cu sot schim-
bdm semnele numai la termenii de grad fard sot, iar daci
ecuatia e de un grad fird sot, schimbdm semnele la termenii
de grad cu sof.

I1. Sa se formeze ecuatia care admite ca rdddcini inversele
rdddcinilor unei ecuatit f (x)=20.

In aceastd transformare, legitura dintre x si y este dati
prin relatia

1
, de unde z = —,
y

y =

8=

. o o1
deci, pentru a giisi transformata in — |sau transformata
y i

o 1 s . 1
in —), inlocuim pe x cu —.
x y

Exemplu

flx) = ba®+8x24 47 =0

1 5 8 A

YR 8 4 70

f{y} ST G
care ne va da

5+ 8y+ 4y + Ty?=0

72+ 4a2 4 8x -+ 5= 0.
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1 A 1 -
€ind x”f(—) san transformata in — se confundsd cum
x x

ecuatia datd, ecuatia f(x)=0 este o ecuatie reciproca:
de exemplu

f(x) = 32*+ 5234+ 822452+ 3 = 0
x‘f(%) = 37% + 523 4+ 822 4 5z + 3 = 0.

III. Sa se transforme o ecuafie cu coeficienti intregt
f(x)=A, 2"+ A2 14 ...+ A, j2+ A, =0

in alta, tot cu coeficienti intregi, in care primul coeficient
sd fie 1.

Dacd notim eu y o rddicind a ecuatiei transformate,
vom pune

y= A,z, de unde z = Ai , deci, inlocuind in ecuatia
0

f(x)=10 pe z cu Ai , avem

0
n—1

y" y

f(“ﬁ';) = Ao qg + A1 = b A Al0+‘4,l=o;
daci inmultim ecuatia cu A§™', gisim

YA T LA AT+ A, AT =0,
adici am gisit o altd ecuatie in care primul coeficient e 1.

In practici, de multe ori problema se poate rezolva
mai simplu.

Fie, de exemplu, ecuatia

48z 1422+ 6x — 5= 0.
Inlocuind pe z cu —;—:— , avem

48y* 14y? 6y -
—— — = —5=0
K + k2 + k

si, eliminind numitorii
48yt + 14k2y® + 6k3y — Hki= 0.
200

°

Aici va fi suficient s ludm k= 12; intr-adevér, avem
48yt -+ 14.122y% - 6.123y — 5.124=0]:12
Gyt + 141292+ 6.122y — 5.123=0]: 4

v+ 14.3y2 4+ 6.12.3y — 5.122.3=0
sau
YA+ 4292+ 216y — 2160 = 0.

IV. Sd se transforme o ecuatie cu coeficienti intregi
()= Agz" + Azt + A2 2+ ...+ A2+ A4,=0

in alta tot cu coeficienti intregi, in care si lipseascd termenul
de gradul n — 1. A .

Vom inlocui in ecuatia datd pe z cu y + & s1 vom cauta
si determinim valoarea lui k astfel ca si fie indeplinitd
conditia din enunt.

Avem

f(y+k)y=Ao(y+k)" + A (y+ k)" .+ A (y+h) + A,=0.

Vom afla, din dezvoltare, termenul de gradul n — 1:
I(y+hk)=Ay"+n -y h+ .0+ AH 1+ ..) +...=0
' fy+k) = Agy" + (Agn - k+ A)y™ 1+ ...=0.

Pentru ca din dezvoltare si lipseascd termenul de gra-

“dul n — 1, trebuie si avem

4,
nAjk+ A; =0, de unde! k=— >y

Deci, dacid in ecuatia f(z) =0 facem substitutia

_ ey _2h
}x—y+k y nA,

noua ecuatie nu va mai contine termeni de gradul » — 1.
De exemplu:

Din ecuatia #3 -+ ax? + bz + ¢ =0, prin substitutia

cipitdm o ecuatie de forma

v  +py +q=0.
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La fel, din ecuatia 2* 4+ axz® + ba® 4+ cx +d =0 prin
substitutia

xr =y d
4

cdpatdm o .ecuatie de forma y*+ py®*+ qy+ r=0.

APLICATII

14. 1. Si serezolve ecuatia 23 —422—19x—14 =0, N
stiind cd o raddcind este dublul alteia.

S8 notdm radicinile ecuatiei (1) cu a, 2a si b; atunci
putem scrie

24 — hx?2 — 192 — 14 = (x — a) (x — 2a) (x — b). (2)

S3 luim acum o altd ecuatie in y, care sd aibd rada-
cinile duble fatd de cele ale ecuatiei (1), adicd 2a, 4a, 2b.

Adici avem
z, =a; x, =2a; Ty =
§1 punem
Y =2a; Yy, =4a; y, = 2b.

Pentru a putea construi ecuatia in y, observim ca

avem y = 2z, 3)
de unde x =;i (4)
Vom inlocui deci in ecuatlia (1) pe z prin 11—

Avem {if_ 4 (1)2 —19 (l) — 14 =0
2 2 2
Z—“—yh-%gy—mzo sau 9% —8y? — 6y —112—=0.  (5)

Deoarece n-are importantd litera cu care se noteazd
necunoscuta, putem pune in ecuatia (b) tot x in locul
lui y, asa cd avem

2% — 822 — 76z — 112 = 0. (6)
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Acum observim ci
ec. (1) 23—422—192—14=0 are riadicinile a; 2a; b, iar
ec. (6) 23—82%2—T76x—112= 0 are ridicinile 2a; 4a; 20,
prin urmare au o réddcind comuni, pe 2a.

Deci problema se reduce la aflarea rid&cinilor comune
ale ecuatiilor (1) si (6) si pentru aceasta aflim cel mai
mare divizor comun D (z) al lor.

Ficind calculele, se giseste c¢d D(z)= z+ 2. (7)
Ecuatia (1) se poate scrie atunci
B — 4 — 192 —lh=(z 4+2) (a2 — 6z —T)=0 (8

s1 are radécinile

= —1; 2= — 2; 2,=17]|.

Observare. Problema s-ar 1i pulut rezolva si cu ajutorul
relatiilor intre ridacini si coeficien{i, luind relatia suplimen-
tard x, = 2a,.

I1. S& se rezolve ecuatia
xd — 1223 4 1222+ 3002 — 925= 0, (1)

stiind cd doud raddcini sint egale in valoare absolutd si
de semne contrare.

Dacd notam radicinile ecuatiei (1) cu a; — a; b; c,
sd construim ecuatia in y, care si aibd rddicinile egale
in valoare absoluti si de semne contrare ca cele ale ec. (1),
adica sa fie —a: a: —b; —c.

Se vede cd legatura dintre z 1 y este

y=—2x (2)
de wnde x = — . ' (3)

Pentru a gdsi ecuatia in y, vom pune deci in ecua-
tia (1) —y in locul lui z, sau cum se mai zice: facem trans-
formata in — v sau, fiinded n-are importantd litera cu care
notim necunoscuta, zicem cd facem transformata in —uz.
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Atunci observim ci
F(x) = 2% — 122% + 1222 + 3002 — 925 = 0
are rdddcinile a; — a; b; ¢; transformata in — z:
F(—z)=2* + 122% 4+ 1222 — 300z — 925 = 0

are radicinile — a; a; — b; — c.

Se vede cd ecuatiile F(z)=0 si F(— z)=0 au doua
riiddcini comune, ceea ce inseamnd c¢d polinoamele F(z)
si F'(— z) au un divizor comun de gradul (II).

Se giseste cd el este z2— 25.

Atunci ecuatia (1) se poate secrie

2t — 1223 + 1222 + 3002 — 925= (2% — 25) (22— 122+ 37)=0

51 se vede cd are riddcinile

2, =09; Xg=—D5; 23,=06 + il-
1

Observare. Problema s-ar fi putut rezolva si cu ajutorul
relatiilor intre radicini si coeficienti, folosind relatia suplimentari.

ry = — &, sau z; + x, = 0.
EXERCITII ST PROBLEME

1. S& se afle radacinile comune ale ecuatiilor

Px) =2 — 32 + 522 — 92+ 6=0

Bz
-

Q) = 2% — 822 + 172 — 10 = 0.

2. S& se afle rdddcinile comune ale ecuatiilor

P(x) = 2 — T2d 4+ 152 — 40a? + 48x— 16 =0

Q(x) = 62° — 35a* + 60a% — 80z + 48 = 0.

3. S& se afle radicinile comune ale ecuatiilor
P(x) = 25 — 22% — 823 + 1622 }- 162 — 32 =0

Q(z) = bat — 8x® — 24x% + 32z + 16 = 0.
4. Sa se afle radacinile comune ale ecuatiilor
Pz) =a® + 27 — 22% — 32% + 328+ 222 — 2z — 1

Q(x) =827 4 7a® — 122° — 1524 + 922 + 4z — 1.
5. Si se determine a si b astfel ca polinoamele

P(x) =24 — 223 + 322 + 22 +a
s
Q(z) =2 — 32° + 422 + 32+ b

si aibd un divizor comun de gradul al doilea.

6. Sa se rezolve ecuatia 22% — 22 — 2241 =0, stiind c&
o rddicind este de doud ori mai mare decit alta.

7. Sa se rezolve ecuatia z* — 723 + 1522 — T2 — 6= 0,
stiind cd diferenta a doud rddacini este 1.

8. S# se rezolve ecuatia 623 — 2522 + 32z — 12 =0,
stiind cd doud ri#ddcini sint inverse una alteia.

9. S& se rezolve ecuatiile

Px) =2 — 722 + 36 =0

s

Q(z) = 2® — 322 — 10x + 24 =0,

stiind ca prima are o rad#cind care este egald in valoare
absoluta s1 de semn contrar cu una din rid#cinile celei de-a
doua.

Observare. Problemele de la numerele 6, 7, 8 si 9 se mai
pot rezolva si cu ajutorul relatiilor intre rédacini si coeficienti.

PROPRIETATI SPECIALE ALE ECUATIILOR
CU COEFICIENTI REALI

15. Proprietatea I. Dacd o ecuatie algebrica cu coefi-
cienft reali admite rdddcina complexi a—+ bi, admite si pe
conjugata ei a — bi.

Fie f(z) un polinom de gradul n, cu coeficienti reali

f(7) = Aga”™ + A @™ + .. + Az + A, Ag520. (1)

El este o sumd de termeni de forma A,a"*.
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Punind in acest termen in locul lui z pe a-bi, se stie
cd obtinem, dupé ce facem toate calculele, un numé&r complex
de forma u + ¢i, deci avem

Ayla 4+ b)) =u -+ i, (2)
asa cd pentru polinomul f(z) putem scrie, ficind inlocuirile
in toti termenii si efectuind toate calculele,

f(a + bi) = A + Bi. (3)

Deoarece am presupus c¢d a + bt e o riddcind a polino-
mului f(z), urmeazi cd
: A+ Bi =0. (4)

Se stie insd c¢d un numar complex e nul atunci si numai

atunci cind atit partea reald cit si partea imaginard sint
nule, adicd avem:

A=0si B=0. (5)

Dacé inlocuim in termenul A,z" pe z cu a—bi, se stie ca
obtinem

Agla — )" =u — v (6)
si pentru polinomul intreg avem
(a — bty= A — Bu. (7)
Insa, pe baza relatiilor (5), avem si
fla— bi) =A — Bi =0, ®)

ceea ce probeazd cd si a — 6i este o riadicind pentru
ecuatia f(z) = 0, iar polinomul f(z), in baza teoremei de
descompunere, se divide cu

(x —a—bi) (x—a +bt) = (x— a)? + b2 (9

Urmeaza atunci ca riaddcinile complexe ale unet ecuafii
algebrice cu coeficienti reali sint in numdr cu sot.

Observare. Proprietatea e valabild numai atunci cind ecua-
tia are coeficienti reali. ) ‘

Dacd f(z) are coeficienti complecsi, proprietatea nu mai e vala-

bild in general.
De exemplu, dacd ludm polinomu!

Fle) = 28 — (& + i)a® + (5 + 3i)z — 2(1 + i)
se poate face verificarea ci ’
f(1 + i) = 0, pe cind f(1 — i) 0.
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“ Aplica/ie. Siserezolve ecuatia 2t — 23 42242=0,
gtiind cd admite -radicina 14 1.

Rezolyare Ecualia admitind ridicina z; =11,
admite §i pe conjugata ei z, =1 — i.

Atunci polinomul {(z) va fi divizibil cu produsul

T —z)(z—2)=(x—1—1) (=141 =
= (x—1)24+1=2%>— 2z +2.

Impartind pe f(z) cu 2% — 2z 4 2, se giseste

() =2 — 2% + 22 + 2 = (22 — 22 + 2) (22 + 2 +1).
" Celelalte rddicini sint date de ecuatia

22 + 2 +1 =0, care ne di z,, = -_—_L;t_‘{]j.

16. Proprietatea a Il-a. Dacd o ecuatie algebrica cu coe-
ficien{i rationali admite rddacina irationald a + Vb(a si b
fiind rationali, iar Vb irational), va admite si pe conjugata
ei, a —|b.

Luidm polinomul f(z) de gradul n

f(z) = Agz" + Aya"d ... + A, 2+ A, Ag=£0. (1)

Inlocuin pe z cu a + b, avem

fla4+Vb) =4, (a +V0) +A4,(a+VE)"? + ...
e + A, (a + VD) + 4,. (2)

Se stie cd puterile cu sot ale lui /b ne dau cantitati
rationale, iar cele fird sot ne dau termeni de forma % |5,

- unde k este ratfional.

Deci, ficind toate calculele, vom gasi ,
fla+Vb)=A4+BYVb. )

Intrucit presupunem ci a 4+ Vb e ridicini, inseamni

“ci fla+)b) =A+BVE =0. (%)

Pentru ca A + B )b si fie nul, trebuie sa avem in

" acelasi timp

A=0si B=0. (5
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Se stie insi cd, daci punem in locul lui z pe a — |,

obtinem,
fla — Vo) =A — BYb. (6)
Insd in baza relatiilor (5), urmeazd ci avem si
fla—Vb) =0, (7

deci si a — Vb este radicina lui f(z).

Urmeaza atunci cd rdddcinile irationale de forma a+ Vb
ale unei ecuatii cu coeficienti rationali sint in numdr cu sot.

Ecuatia f(z) =0, admitind ca ridicind si pe a +Vb
si pe a — Vﬁ, urmeazd cd polinomul f(x) se divide cu
(x—a—1b) (2 —a+Vb) =(x — a)? — b. 8)

Olservare. Pentru ca proprietatea a II-a si fie valabila,
trebuie ca polinomul f(z) s aibd toti coeficientii rationali. Daci
polmomul f(x) are si coeficienti irationali, proprietatea nu mai e vala-

bila in general.
De exemplu, dacad se ia polinomul

fle) =2 —2B3—-V3) a2+ 2(2—-V3)az+(5—2V3)
se poate verifica usor cd avem
f(5 — 2/3) = 0 dar 7(5 + 2V/3) = 216 + 124} 3 £ o.
Aplicatia 1. Sd se rezolve ecuatia
2t + 2% — 2922 4+ 132 + 42 =0,
stiind cd admite raddcina 3 + 2.
Rezolvare. Beuatia admitind ridicina z, = 3+ 12,

admite si pe conjugata ei z, —-3——]/
Atunci polinomul f(z) va fi d1v171b11 cu produsul

(x — ) (z—z)=(x—3—1V2) x—3+V2)~
=(x—3)2—2=122—6x+17.

Impirtind pe f(z) cu 22 — 6z + 7, gisim
f(x) =2+ 23 — 2922 + 132 + 42 = (22 —6x+7) (224 Tx+6).

Celelalte rddicini sint date de ecuatia z2+47z2+6=0,
care ne di z;, = —1; 2z, = — 6.

Aplicatia II. S4 se rezolve ecuatia

f(z) = 2% — 22 — 22t — 4a® 4 1722 — 50z — 100 =0

stiind ca admite radicina }/'2 4 i}/ 3.
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Rezolyare. Ecuatia admitind riddacina
= 2 +iV3, va admite si ridicinile z, = |2 — i3,
g3=—V2 +iV3,z,=—V2—il3.
Atunci polinomul f(z) va fi divizibil eu produsul
Py=(x— ) (2 — 2) (z— 23) (x— 24) =
=(z—V2—iV3)(z— V2+4iV3) (z+}2 —iV3)
(z +V2 +iV3).
Efectuind toate calculele, se giseste
P, =2t + 222 + 25.
Impirtind pe f(x) cu z* 4 222 4 25, gisim
f(x) = (z* + 222 4 25) (22 — 2z — 4).

Celelalte raddcini sint date de ecuatia 2% — 2z — 4=0
care ne da z;4 =1 + 5.

17. Se cunoaste din clasa a VIII-a notiunea de polinom reductibi!
si polinom ireductibil. Repetdm definitiile lor.

Polinom reductibil se numeste un- polinom care se poate descom-
pune intr-un produs de polinoame eu coeficienti rationali.

Polinom ireductibil se numeste un polinom care nu se poate des-
compune in produs de polinoame cu coeficienti rationali.

Reductibilitatea sau ireductibilitatea, conform acestei definitii,
vom spune cid o avem in rmulfimea numerelor ragionale.

In acelasi mod putem vorbi de un polinom reductibil in multimea
numerelor reale, daca acel polinom se poate descompune intr-un pro-

. dus de polinoame cu coeficienti realt.

De exemplu, polinomul
fla) = (2 = 3) = (@ —=V3) (z + V3)

zicem cd este ireductibil in multimea numerelor ragionale, dar este
reductibil in multimea numerelor reale.
La fel, daca ludm polinomul

fle) = (z — 2) (42% — 1) (22 + 1),

vom spune ci este ireductibil in multimea numerelor intregi, dar
este reductibil in multimea nu aerelor rationale.

Pentru ecuatiile algzebrice e important si stim cind se pot ele
descompune in factori cu coeficienti intregi, rationali sau reali; in
acest scop existd anumite criterii; studiul lor nu intrd in cadrul
acestui manual.
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EXERCITII SI PROBLEME

1. Si se arate cd polinomul
flxz) = (1 + z)8+1 — (1 4 g)r+2 _ 4

este divizibil cu 22 + 2 + 1.
2. Sé se determine coeficientii a, b si si se rezolve ecuatia

9.4 . .. . _ A
204—3a34 ax®—22 +-b=0, stiind i admite ridscina —1+¥3 |

3. Sa se rezolve ecuatia z*—323— g2 +92—18=0, stiind
cd admite radicina 1 — i |2, , !

4. Se da ecuadia 7! — 2% — 1322 + ax 4 8 = 0.

S& se determine o si B astfel ca ecuatia si admita radicina
1+ Yt

" .

5. Sd serezolve ecuatia z5—142% 6923 14022-+7424-60=0
stiind cd una din rddicinile ei este 3-+i, iar alta 1 4 /2.

6. Si se rezolve ecuatia a%— z5 —8x% 423 +-21 22— 9 —
— 54 =VO, stiind cd una din ridicini este /2 -+ i.

7. S& se rezolve ecuatia 28— 92z° — 442342322 —502
+ 25 = 0, stiind ca admite raddcina 3 + i /2.

8. S& se rezolve ecuatia 2%—323—1122 252112 = 0,

stiind c¢d admite radécina 1 — |2,

9. S& se determine numerele rationale « i £, astfel ca
ecuatia x4+4xi—4ax+4(3=0 sd aibd o rédééiné’ dubli de
forma p + ¢ 3, p si ¢ fiind numere rationale.

10. Sa se rezolve ecuatia '

2% + 325 — 122% — 302% 4 2122 32 — 2 = 0,

stiind cd ea admite rddicina |24 V3.
11. Stiind ci una din rddicinile polinomului

P(z) = 2% 4+ 2% + 32* + 223 4 322 4z 4+ 1

este 1, sd se giseascd celelalte riadicini.

12. Polinomul P (z)=32%—523+322+42—2 sa se des-
compund in factori:

a) in multimea numerelor rationale;

b) in multimea numerelor reale:

¢) in multimea numerelor complexe.
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REZOLVAREA ECUATIILOR ALGEBRICE
CU COEFICIENTI RATIONALI

18. Putem presupune, in cele ce urmeazd, cd ecuaiia

algebrica de rezolvat are coeficientii numai numere intregi,

cici dacd are si coeficienti fractionari, putem elimina numi-
torii, inmultind ecuatia cu cel mai mic multiplu comun
al tuturor numitorilor.

Limitele riadaeinilor

19. Definitii. Se zice cd un numar pozitiv L e o limitd
superioard a rddicinilor pozitive ale ecuatiei f(x) = 0,
dacd- L este mai mare decit cea mai mare rdicind pozitiva
a acestei ecuatii.

De exemplu, daci o ecuatie are rddicinile pozitive
1, 3, 4, 5, numirul 6 poate fi luat ca limita superioard
a rdddcinilor pozitive. Am putea iua tot asa de bine ca
limitd si pe 7, 8, 10 sau orice alt numiar mai mare; avem
insd tot interesul ca limita superioard gisitd sa fie cit mai
micd posibil. :

In mod analog, numirul pozitiv | va fi o limita inferioara
a raddicinilor pozitive, cind | va fi mai mic decit cea mai
micd radacind pozitiva.

De exemplu, dacid ecuatia ar avea radicinile pozitive
4,5 si 7, putem lua ca limitd inferioard a rédédcinilor pozi-
tive oricare din numerele 1, 2, 3, cea mai convenabild este

_ insd 3, care este cea mai apropiatd de cea mai micd riddcind

pozitiva. :
Cautarea limitei inferioare | se reduce la ciutarea limitel
superioare, cici pentru ca [ si fie o limitd infericard a radd-

- .. . i o . -
cinilor pozitive, e necesar g1 suficient ca — sd fie o limitd

- o o\ o1
superioard a radddcinilor pozitive ale ecuatiei f(——’ = 0.
T

De aceea, daci vrem si gisim limita inferioard 1 a rddd-
cinilor pozitive, vom ciuta limita superioard a rddacinilor

pozitive ale ecuatiei transtormate in —; inversa -acestei
z

limite va fi chiar limita inferioara a radicinilor pozitive ale

ecuatiei date.
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Dacd stim sa determinim o limitd inferioard 1’ si o,

timitd superioard L’ a radicinilor pozitive ale ecuatiei
f(—=2)=0, orice rddicini negativi a ecuatiei f(x)=0 va
fi cuprinsd intre —L’ si —1" astfel ¢& —L’ va fi o limitd
inferioard si —1' va fi o limitd superioard a ridicinilor ne-
gative ale ecuatiei propuse.

In concluzie, totul se reduce la aflarea unei limite su-
perioare L a raddcinilor pozitive ale unei ecuatii.

De exemplu, avem ecuatia f(z)=0 si ea are ridicinile
—6; —4; —3; —2; 3; 5; 8; vom putea lua

L 9 limita superioara a radicinilor pozitive

I = 2 limita infericara a radicinilor pozitive

, A e S .
—L" = —7 limita inferioard a ridicinilor negative
—l" = —1

! limita superioara a ridicinilor negative.
Teoretic deci avem de-a face cu patru limite, in practica
insd nu se cautd decit L si —L'.

De aceea, cind ni se di o ecuatie flx)=0, se procedeaza
in ordinea urmitoare:

1. Se cautd limita superioara L a radicinilor pozitive
ale lui f(z)=0.

2. Se face transformata in —z, adica f(—z).

3. Se cautd limita superioars L’ a ridicinilor pozitive
ale ecuatiei f(—z)=0.

4. Limita inferioara a radicinilor negative ale lu
flx) este —L".

20. Determinarea limitei super oare a radicinilor pozi-
tive. Am vizut mai sus ci totul se reduce la aflarea unei
limite superioare a raddcinilor pozitive.

nainte de a expune o metodd pentru aflarea acestei
limite, vom enunta o lem# (teorems ajutitoare).

Daca un polinom f(x) cu o singurda variatie (schimbare
de semn intre doi termeni conseculivi) si primul termen pozitiv,
este pozitiv pentru r=a, a fiind mai mare decit zero, acel poli-

nom va rdmine poziiiv pentru orice valoare a lui r mai mare
decit a.

S& ludm, de exemplu, polinomul
flxg) = 4a® + 225 —32% — 723 — 22 — 6 (1)

?
un polinom cu o singurd variatie; intr-adevar, el prezinta
o singurd schimbare de semn intre doi termeni consecutivi.

Se poate verifica usor ci f(2)=206>0.
Vrem sé aritim ci f(z) va rimine pozitiv pentru orice
altd valoare a lui 2 mai mare decit 2, de exemplu 3, 4, 5

geee
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Intr-adevir, putem scrie treptat

flz) = 4a + 22° — (3z* + T2® + 2® + 6) )
f(z) = x4[4x2+2z——(3 +-7;+ é-l-':jjl @)

|-
4

Fiindea f(2)>0, avem pentru x=2.
7 1 6
bx? 4 2z >3+LT+ ;-l- ;‘.

Daei in locul lui z vom pune alte valori mai mari decit ?,
vom constata cd partea stingd 42?42z creste din ce in

7 1 G e .
ce, iar partea dreaptd 3 + — + = + = descreste, deci vom
i z
avea cu atit mai mult

f(3) >0, f(4) > 0 ete.

Rezulti de aici ¢d peniru polinomul n9stm f(z)vp\{tgm
lua ca limitd superioard L chiar 2, pentru ca nu existd nlClOO
valoare a lui z mai mare decit 2 pentru care si avem f(2)=0.

In general: Dacd la o ecuatie f(x)=0, paﬁea stﬁ?gYa
e un polinom cu o singurd variatie si ]_)nmlll j;em}en.e po;i_-lvw \
vom putea obtine o limitd superioara a radacinilor pfzzl é\e,
inlocuind in polinom variabila x pe rind cu numerele 12, ,0
si oprindu-ne la prima valoare @ pentru care avem ;‘(ell)> .
" 21. Metoda grupirii termenilor. Daca'poln{:o?m flz)
prezintd mai multe variatii, se procedeazd astlel: 4 ,

Se pune polinomul f(z) sub forma uner sume de mai
multe grupe de termeni, avind grija ca ﬁ‘gcaire‘ grué)a s,a;
prezinte o singurd eariatie, termenii din grupa sd fie or On;i:n
dupa puterile descrescitoare ale lui x st primul termen din
orupd sa fie pozitiv. L
bm}é?a f:lz\u)ioé gtunci pentru fiecare gr.upfxvo AvaloarAe 12oz11§1va
a lui x pentru care grupa este pozitiva; intrucit in baza
lemei orice valoare superioard acesteia va face grupa tot
pozitivd, inseamnd cd acea vatllg)afe va putea fi luatd ca o

imitd L, pentru grupa respectiva. B

11mgcea calutpé astfel lipmitele Ly, L,, Ly etc. pentru toate
inomulul. ' S

gru(%?al: rrlx)z(;il lgloare dintre aceste 'limite superioare a}fedfvle'ca‘xl‘el

grupe in parte va fi luatd ca hzmta superioard a rdddcinilor

pozitive pentru ecuatia intreaga.

213



Nu se poate da o indicatie precisi asupra modului
cum trebuie si procedim pentru ca limita si fie cit mai
apropiatd de raddcini la gruparea termenilor, se recomands
numai sa asociem termenil negativi ai cdror coeficienti
au cea mai mare valoare absolutd cu cit mai multi termeni
pozitivi, sau ca diferenta intre grade si fie cit mai mare.

APLICATII

Exemplul 1. Si se afle limita superioard a ridicinilor
pozitive pentru ecuatia

floy = 25 + 2% — 23 + z — 10 000 = 0.
Grupam astfel
f(x) = (2 + 2 — 10 000) - (x4 — 23)

S———

7 2

Pentru'grupa a doua se afli imediat limita 2 prima
grupa devine pozitiva pentru z = 7, deci 7 va fi 0 limita
superwoard a rdddcinilor pozitive pentru ecuatia propusa.

Ezemplul 11. Sa se afle limita superioard a radicinilor
pozitive pentru ecuatia '

f(x) = 225 + 3a% + 102 — 723 — 1222 + 7 — 4 — 0,
In cazul de fatdi e convenabili urmitoarea grupare

flx) = (22° — 122%) + (102* — 723) + (32° —4) Lz care
S€é mal scrie

[ (z) = 22 (24 — 6) + 23 (102—7) + (32° —4) + z.
2 1 9
Limitele pe grupe sint 2, 1, 2, deci avem L = 2,

Calcularea riidicinilor fntregi si fractionare

22. Calcularea ridacinilor intregi. Dupi ce, folosind
metoda grupérii termenilor, am aflat limita sup’erioaré-L
a raddcinilor pozitive §i limita inferioara — L' a raddcinilor
negative ale unei ecuatii, adicid am aflat intervalele in care
se gisesc ridacinile, ne propunem si calculim aceste ridicini.
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Vom incepe cu calcularea ridicinilor intregi. Vom
stabili insd in prealabil citeva teoreme care sd ugureze
aflarea lor. )

Teorema I. O ecuatie algebricd cu coeficienti Intregt,
in care coeficientul termenulut de gradul cel mat inalt e 1,
nu poate admite rdddcini rationale decit numere intregt.

Si ludm de exempfu ecuatia '

f(z) = 25 + bat + er® +da? fex + =0 (1)
1]
q
presupusé ireductibild, deci p §i ¢ sint numere prime intre

ele. Va trebui s avem atunci f(—p-) = 0, adica
q

si sd presupunem cd ea ar admite ca riiddcind {fractia

(%f + b(l;—)" + o (%)3 + d(ff te(l)+r=0. @

inmultind cu ¢*, avem

Xy bpt + epq + dpPg 4 epg® + it =0,  (3)
9

care se mai poate scrie

P — — (bp* + cpPq + dp’q® + epg® + fg). (%

q
Examinind egalitatea ultimd, constatim cd am ajuns
la un rezultat absurd, pentru ci in partea dreaptd avem
o sumi de numere intregi, deci un numdr intreg, pe cind
in partea stingd avem un numdr fracfionar, pentru cd dacd
p $1 ¢q au fost presupuse prime intre ele, p5 si ¢ sint de ase-
menea prime intre ele. '
Urmeazi deci cd ipoteza initiald cid ecuatia admite

ca radéacind pe 2 nu este justa si rezultd cid o ecualie cu coe-

ficienti intregi in care primul coeficient este 1 va avea rddi-
c¢ini rationale numai numere intregi.

Teorema II. Rdiddicinile intregi ale unei ecuatii algebrice
cu coeficienti intrezi trebuie cdutate prinire divizorii terme-
nuluy liber.

S& luim ecuatia

f(x) = Azt 4 Ba® + Ca* + Dx + E=0 N
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§1 8a presupunem cd ea admite ca ridicinid numirul intreg k;
atunci va trebui si avem

Ak* +- BK* + Ck® + Dk + E =0, (2)
care se mai poate scrie

Ak* + Bk 4+ Ck2 + Dk = — E (3) sau inca
k(AK® + Bk? 4 Ck 4+ D) = — E. (4)

Din ultima egalitate constatim ci partea stingd e divi-
zibild cu k, deci partea dreaptd, adici termenul liber E
trebuie sa fie si el divizibil cu .

_ Prin urmare, orice radicind intreagd a unei ecuatii trebuie
sd fie un divizor al termenului liber. .

_ Dacd, de exemplu, la o ecuatie termenul liber este 24
divizorii lui 24, care ar putea fi ridicinile ecuatiei, sint
£15 £25 £35 £ 45 £6; 485 4125 + 24,

in total avem 16 divizori.
Insd, dacid in prealabil s-a giisit ¢ L=5gi —L'— —4,
vom péstra dintre acesti divizori numai pe urmitorii
£ 1 £25 +£3; +4,

adicd au rimas numai 7 divizori.

CRITERIUL DE ELIMINARE A ANUMITOR DIVIZORI

Da}ca, dupd ce am gasit divizorii termenului liber si
am pastrat dintre divizori numai pe cei cuprinsi intre cele

= . . . ’ . o A * . .. .
gou(} limite L §i —L’, tot mai rimin prea multi divizori
e incercat, putem reduce numdrul incercdrilor pe baza
urimdtorului rationament:

Dacd a este o rddidcind intreagd a polinomului, putem

scrie: . f(2) = (z — a).9(x) (1)
unde f(x) si ¢ (x) au coeficienti intregi.
Din (1) avem o (z) = ;—L% (2), polinom cu coeficienti

intregi.

Insa dacd intr-un polinom cu coeficient: intregi in-
locuim pe z cu un numir intreg, rezultatul inlocuirii va
trebui sa fie tot numdr intreg. Deci, va trebui sa avem

=1 sau L= pumar int
ar intreg.
—1—a 14+ a g

1
o (1) = ]L—(—)— numdr intreg
a

p(—1) =
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Observare. Identitatea o (z) = G se poate verificg
xr — u

inlocuind z cu orice numar; am inlocuit cu + 1 si cu — 1, pentru
motivul ca f(1) si f(— 1) se calculeazd mai usor.

in concluzie, criteriul de eliminare a divizorilor constd
in a pastra dintre divizorii termenului liber, cuprinsi intre
limite, numat pe aceia pentru care atit

AP si =1 gint numere intregi.
1 —a 14+ a

Dupi toate acestea, putem si indicim calea pentru
aflarea raddcinilor intregi.

1) Determinim limitele: superioard pentru réd&cinile
pozitive si inferioard pentru rddicinile negative. ‘
© 2) Cxutim divizorii termenului liber si dintre ei retinem
numai pe aceia care sint cupringi intre cele doud limite.

3) Aplicim criteriul de eliminare a anumitor divizori.

4) Facem incercdri cu divizorii rdmasi. -

APLICATII

Exemplul I. Si se afle radicinile intregi ale ecuatiei
P(z) = 4x* — 23 — 5622 + 57x 4 36 = 0.
1) Determinim limitele. Grupind termenii, avem
P (z) = (4ot — 2° — 5622) + 57z + 36 scriem insi astfel
P (z) = 22 (ha® — 1+ — 56) + ...

am pus... (puncte-puncte) pentru ca fiind vorba de termeni
pozitivi, ei nu mai influenteazd asupra limitei. Se gdseste
prin incercdri, cd singura grupd pe care o avem devine
pozitiva pentru z = 4, deci

=

Facem transformata in (— z). Avem

P(— z) = 4a* + 2 — 562% — 57x + 36; grupdm

P (— z) = (4x* — 5622) + (2® — 57x) + 36 sau

P(— z) = 4a? (2 — 14) + z (2 — 57) + ..., deci
\._.[:_/ \—8_—/

] — L = —8
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2) Divizorii termenului liber 36, cupringi intre limi-
tele — 8 si 4, sint

4_:1,:t2,:t3,——4$i—6i

in total 8 divizori.

3) Aplicam criteriul de eliminare a divizorilor.
Pentru aceasta, calculdm P (1) si P(— 1). Avem

P(A)=4—1—56 +57 4+ 36 = 40
P(—1)=4+4+1—56—57 436 =— 72,
Se vede ¢ £ = 1 81 x = — 1 nu sint rid&cini.

Criteriul va trebui sd-1 aplicim si  pentru ceilalti
6 divizori.

E recomandabil ca operatiile si fie dispuse sub forma
urmétorului tablou:

|

a 2 3| —2 ) —3| —4| —6

P(1) = 40 l—a| —1| —2 3 4 5 7
1

P—1)= —72 1+4a 3 4] —1] —2 -3’—5

Se vede de aici ¢d in rindul superior s-au asezat, dupi a,
toate valorile divizorilor ramasi, intii cei pozitivi, apoi
cel negativi.

In rindul al doilea am scris P (1) = 40, apoi 1—a cu care
trebuie sa fie divizibil, pe urmd am calculat valorile lui
1 — a pentru fiecare divizor.

In rindul al treilea am procedat analog.

Acum vom taia acele valori ale lui (1 — a) care nu se
cuprind exact in P(1) = 40; avem de téiat pe 7 si pe 3 (deci
si rddédcinile corespunzitoare — 6 si — 2).

La fel vom taia acele valori ale lui (1 4 a) care nu se
cuprind exact in P(— 1) = — 72; avem de taiat numai pe — 5.

Atunci, pe baza criteriului de eliminare a divizorilor,
am putut elimina 2 divizori: pe — 6 si pe — 2 sine-au ramas
de incercat 4 divizori: 2;3; —3; — 4
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4) Facem incercari cu acesti divizort ramast | P (2) esto
Acum ar trebui si incercim daca polinomu (x) es
divizibil cu z —2, x — 3 ete. o )

Am putea face aceastd incerpage cu ajuterul dse(,hggsé
i i ti. fiinded vom avea
lui Horner. In cazul de fatd, ded vom ¢
o serie de incercdri, e mal convenabil sd lucram dupd schema
urmaitoare: . , . ‘ -
Stim ca la impéartirea prin (x —a) a p(.)hnorm}£ 1
P (;c) — A" + A 4+ Az + Ay obtinem C;E
= A, i
0 (x) = Bez" ' + B ? 4 ..+ By, 7+ B,_, si restul A,
cu urmitoarele relatii intre coeficienii:

Ao = Bo
A] _ Bl —_— Bo(l
A2 = ‘B2 —_ Bla

A, = B — B,a

An-] = B'n—l - B'u-za
An = R - Bn-la
ivizibil pri —a,deci R=0
in cazul cind P(x) este divizibil prin z—da, =
(atunci x=a este ridicind a ecuatiel P(z)=0) ecuatiile
ne dau:

'—Bn—1=4“B
——Bn_2=_/11ﬂ_(;:_ﬁ-_l)_
——B,,_3=Ma_:—li’1—_z_
— B, =_4e."'_(;“_3~ﬁ

— B, ={41i_(a;§2_)

— B, =__-*-(—B’,)

a
(— By) + Ay = 0 .
unde B, sint i ei coeficienti intregi.
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Am avut P(z) — 428 — 2® — 5622 + 577 + 36 = (

z4 23 ‘ z? ’ 2t x°
4 —1 II — 56 57 36
| N 75 |
: 18 2 nu e ridiecina
=R =5 69 |
- 23 12 3= g4
“ N |—2 27 |
‘ 9 _ 4 z = 3 (dubli?) nu este
19 |
fr. |7
| 1 — 4| — 3 nu e radacini
I . —16] |20 |
‘ ~5| =8| —4= g

Explicém“m.aj jos operatiile din schem§.

N prima fuie am scris coeficientii ecuatiei. Cind lipseste
.vreun termeun, ilocuim coeficientul cu 0, o
“ rl;(;gtru aivev:xt:i orice omisiune la scrierea coeficientilor,
Homerminx’:‘a’ a scrie deasupra (ca $1 in cazul schemei lui
termenﬁf“ﬁﬁ;ﬁ fui z de la 2* pinj la 2%, care inseamnai

1E;e.mcearpai.pe urmd cu divizorii care se scriu la dreapta.
rimul divizor incercat este 2. Zicem

36:2=18;18 + 57 =75

>
75 :2 = fr. (fractionar, adici nu se imparte exact) aceasta

inseamnd cd 2 nu poate fi radicina.
Incercdm apoi cu 3, ficind operatiile

36:3= 12, 12457= 69;]
——gggz — %i’ %i) —5?= _:13;?;\ Am ficut deci o suc-
. y Al — 1= —12;( cesiune de impirtir;
128 =— 4 — 44 4= O.] si adundri. pariinl
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Dacad toate impdirtirile se fac exact s1 ultima sumi

- iese zero, e semn cd divizorul incercat e rdddcind, ceea ce

am constatat in cazul nostru pentru 3. Am incercat din
nou rddicina z = 3 i am censtatat cd z = 3 nu este ridicina
dubla.

Dacd vreuna dintre impértiri nu se face exact sau ul-
tima sumd nu e zero, e semn cd acel divizor incercat nu
poate fi rddfcina.

Avantajul acestei scheme constd in aceea cd pe lingd
faptul cd verificd dacd un divizor e rédicina, in acelasi
timp efectueazd si impdirtirea polinomului prin (z — a),
adicd prin x minus divizorul respectiv.

In cazul nostru se vede cd in linia divizorului 3 am
citurile (de la stinga la dreapta) —4, — 11, 23 51 12; aceasta
inseamni ca citul lui P(z) prin z — 3 este 4z% + 117 —
— 23z — 12 (am schimbat semnul).

La polinomul de gradul IIT gédsit, continudm incer-
cirile cu ceilalti divizori, pind ce ajungem la un polinom
de gradul II. . A

In cazul nostru avem 422 — 5z — 3 =0, care are rdddci-

nile 1— 5iV285+48 _ 5i8V73 .

Deci, ecuatia datd are rddicinile

I

w

54 V7
]

l

T, =31 Ty = —4; Ty, =

Exemplul 11. S& se rezolve ecuatia
F(z) = 2® — 442* — 45z + 12600 = 0

1) Aflam lLimitele.
F () = 2* — 442® — 4bx + 12 600
F(z) = z (2* — &4z — 45) + ...
—F ( — z) = 2% + 442® — 4bx — 12 600
—F( — 1) = (2® — 452) 4 (4422 — 12 600)
—F ( — z) = z (x* — 4bB) + 4(112% — 3 150).
\_7_/

deci L = 45
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Prima grupa are limita 7, pentru a doua se giseste 17,

deci — L' = — 17,

2) VjaAtrebui' sd gdsim divizorii termenului liber 12 600
cupringi intre limitele — 17 si 46.
Vom descompune pe 12 600 in factori primi

12600 | 22.52 deci 12 600 = 23.32.52.7

126 2
63| 32
Z 7 Atunci se vede ci vom avea divizorii 4

142434451 64T 4849410 | .. . N
12406 115418 +20 121 04 | 201¢A nmu mai pu-
~+ 25 + 28 30 + 35 - 36 -+ 40 - 42 | ! e ivizori.

3) Aplicim criteriul de eliminare a divizorilor

F (1) =1 — 44 — 45 1 12600 — 12 512
F(—1)= —1 — 4 + 45 1+ 12 600 = 12 600.

Vom descompune 12 512 in factori primi.

12 512 2
6 256
3128
1564 |

782 |
391
23

1

Deci avem

12 512 = 25.17.23
12 600 = 23. 32.52.7,

WM

Facem tabloul pentru aplicarea criteriului de elimjinare

'

—3, /.‘ 5‘ s‘ 7‘ s, 9’10‘ 12i 14‘ 15, 13, 20

N

a

-

| ! -

F(1) = 12512 ;l—a!- ~2lﬂ){-'.l-,5€—ﬁf;)%-s«!»9’?;@14’,471:—)6

Fi-1) =12 wOEHa_’ 3 4‘ Sl si 7! 3{ ;},'mi),f}' ;3*; 156 ;6";&!:

I | b
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, 4

24 25! 28! 30[ 35| 36| 40| 42{| -2} -3| -4| -5| -6 ‘71 -8

A7

/;rt.xfﬁ/f*i/
1

:

X
-
AR U

%

| I 4
25 A| 36 48 | -2 -3) 6| -5 —6|~7
o] 2 ”i A AR
0
all -9 -10] -12 -1/., 15
N I S ,_i,_v- Am taiat in linia a doua
N [ toate valorile lui 1 — a care nu se
- /M ”‘ ’} ! | cuprind exact in F(1)= 12 b12.
— Tajem in linia a treia toate
1 8| -9| -311 4] -14} valorile lui 1 4 a care nu se
e 4 )/11 cuprind exact in F(—1)=12 6060.

Au rimas netdiati urmitorii divizori

[ 2, 855595265365 —3; —T5—15 |

Constatdm deci in cazul de fatd cd in urma aplicdrii
criteriului de eliminare, din 37 divizori ne-au mal ramas
de incercat numai 9 divizori, deci criteriul s-a dovedit a

fi destul de eficace. L )
4) Incercim acesti divizori rdmasi. Vom face schema

3 a2 z! A
1 — 44 —45 12600 B
6255|
Ir. |—— _
6300! 2 nu e riadidcind
448  j3a1]  [s155]
447 1385 4200 3 nu e rﬁdécir_@
; 451 [2475]
r. {—— —
495 25201 5 nu e radicini
1355
fr. |— .
1400; 9 nu e radédcina
— 24| 480 |
—1 20 525 24 = =,
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Ecvatia flz)=2%—442° 454 +12 600=0 fii 1
’ P4 o . = llnd d - 3
dul 111, e suficient si gasim o singurd rédicini, cﬁCieegsz- A

tia rdmasd va fi de gradul II.

In cazul de fat3 asit radici si ]
atd am gdsit rddicina z,=24 §1 ne-a rdmas

ecuatia £ —20z —525—=0. care ne di riadicini P
o : dddcinile —
Deci ecuatia are radicinile 15 gi 3.

Ty = 24; xy, = 35; 2, = — 15 l

Calcularea ridicinilor fractionare

23. Cdutarea raddaciniior fractionare ale unei ecuatii al-

gebrice trebuie ficutd numai dups ce i 2
_trebui e in
loate rdddcinile intregi. P prealabit am aftat

n ]egabula cu ladaCln]le ila 1 P -
Ctl()] are -ltelll da ¢ 18()
9 U

Fie ecuatia f(z)=0 cu coeficienti intregi
fle)=Ag2" + Agan—t 4 +tAnaz 4+ 4,=0, (1)
(Ii,espre care presupunem cd admite ridicina fractionari
. (p si ¢ fiind prime intre ele).
Atunci avem

sau Ao(;’—:) + Al(”“'l) o 1, (-{;-) + 4, =0. 3)

q‘n~1
Eliminind numitorii, vom avea
AoP™ + Aip" g o Aeipgri A — 0. (4

b a ( ) »
I{elatl 4 Se [)Oate scrie inca ill Ulﬂlatoalele d()lla

AP = = (A L Auipgrt A g ()
si
Ang® = —p(Aep™ + Aypr2q + ... + Ap—1g). (6)
Din egalitatea (5) se vede o partea dreapti e divizibili

fu q (numitorul fractiei f}, deci partea stingd trebuie si
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fie de asemenea divizibild cu ¢. Numerele p si ¢ au fost pre-
supuse prime intre ele, atunci p" si ¢ sint de asemenea prime
intre ele, urmeazi atunci cd A,, adicd primul coeficient al
ecuatiei, este divizibil cu numitorul g¢.

Din egalitatea (6), printr-un rationament identic, de-
ducem ca termenul liber A, trebuie sa fie divizibil cu
numdratorul p. Atunci putem enunta urmétoarea teorema:

Dacd o ecuatie cu coeficienti intregi admite o rdddcind

. v [ v v o . P .
fractionard L numardtorul p este divizorul termenului

’

q
liber A,, iar numitorul q este divizorul primului coeficient A,.

Aceastd teoremd nu este practici pentru aflarea ra-
d&cinilor fractionare, dar foloscste la verificarea lor.

Putem arata cd se poate aduce calculul raddcinilor frac-
tionare la acel al raddcinilor intregi.

In adevir, fie f(z)=0 o ecuatie cu coeficienti intreg:.

Daca primul coeficient e 1, ecuatia n-are riédécini
fractionare si, pe baza celor invitate, daci are radicini
rationale, ele trebuie si fie intregi.

Dacé primul coeficient nu e 1, putem transforma ecua-
tia f(z)=0 intr-alta in care primul coeficient sa fie 1, in-
multind rdd&cinile ecuatiei f(x)=0 cu un numdar % ales
convenabii. ‘

E suficient atunci sd aflam radacinile intregi ale ecua-
tiei transformate si a le imparti pe urmi cu £, spre a gési
radicinile fractionare ale ecuatiei date.

E xzemplu. S& se rezolve ecuatia
f(x)=122* — S8x® — 212* 4+ 52 + 6 = 0. 1)

1) Afiam limitele

flx) = (122* — 8x® — 21a2) + bz + 6

flx) = z2(122* — 8x — 21) + ...

fl—x) = 12z2* 4+ 82% — 212%* —bx + 6

f(—z) = (122* — 2122%) + (82® — bz) + ...

f( —z) = 322(42?® —7) + 2(82%2 —5) + ... de unde — L' = —2.
2) Divizorii lui 6 cuprinsi intre limite sint 41 si —1.
Aici nu mai aplicdm criteriul de eliminare a divizorilor.
3)fly=12—-8 —21 -5 4+6 =23 —29 == —6

fl—1)=12+4+8 —21 —54+6=26 —26 =0, deci — 1 este
radacind.

de unde L = 2
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4) Avem
122* —8a% — 21224504 6= (x 1) (1223 —202% — z + 6).
Celelalte riaddcini vor fi date de ecuatia

1243 — 2022 — 2 + 6 = 0 2)

care, nemaiavind rddicina —1, are cel mult ridicini
fractionare.

Pentru a gisi aceste rdddcini, transformdm ecuatia (2)
in alta, in care primul coeficient si fie 1.

Se pune y = kx (3), de unde z = % (3'); deci, inlocuind
in ecuatia (2) pe z prin %, vom avea

12 (L) —20(L) —L 1 6=0

k
12 208y o . Apd . itori
i Hy + 6 = 0; scdpdm de numitori
1243 — 20ky® — k2y + 6k% = 0. (4)

-Aici vom alege pentru k o valoare astfel ca ecualia
sd poatd fi simplificatd cu 12.

Se vede cd e suficient dacd luim k=6.

Atunci ecuatia (4) devine

1253 —20.6-y% — 36y 4+ 6.216 — 0 [:12
o(y) = y* — 10y® — 3y + 108 = 0. (5)

Cu ecuatia (5) repetdm toate operatiile de la aflarea
rdddcinilor intregi.
1) Aflim limitele din nou

o(y)=y>—10y*—3y+108=y(y>—10y—3)+...de unde L=11.
—9(—y)=y*+10y* =3y —108=33 —3y+10y2 —108 =
=y(y2—3) + 2(by?—54), de unde — L' = — 4,

Observare. Limitele vechi, pentru ecuatia in z din (1) eran
2 si —2, asa cd in baza relatiei (2) y = ka = 6z, am fi putut
pleca acum_cu limitele de 6 ori mai mari fatd de cele vechi, adica
12 si —12. E bine insd ca la ecuatia transformatid si incercim si
aflam limitele, pentru cd de multe ori avem sansa si micsordm limi-
tele ce se deduc din cele vechi, prin inmultirea lor cu factorul &,
ceea ce s-a intimplat in cazul de fata, cind pentru limitele noi, in
loc de 12 si —12 am gisit 11 si —4.

2) Divizorii lui 108=22.3% cupringi intre limitele 11
si —4sint: +1; £2; £3;4;6; 9.
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Din aceste numere, in primul rind excludem pe acele:a
care impirtite cu 6 dau numere intregi; astfel avem numd-

I‘UI 6' - . . - . . . . e
Pentru ceilalti divizori, aplicam cciteriul de eliminare

o(1) =1 —10 —3 + 108 = 96 = 28 3.
o(—1) = —1 — 10 + 3 + 108 —= 100 = 22.52.

Facem tabloul pentru aplicarea criteriului de elimi-
nare :

a 2 3 & 9 -2 =3
o(1) = 96 |1 —al.—1| —2| —3| —8| 3 4
of(—1) =100 1+ a 3 4 5 10 -1 —2
Rimin de incercat divizorii 3; 4; 9; —2; —3.
Facem tabloul pentru incercarea acestor divizori
T T
1] —10] —3 1108
1 33 )
3 nu e rdadécind
fr. 11 36
— 4 24
b=y
—1 6 27
Ne rimine ecuatia y? —6y —27 =0, care are ridddcinile
Yo = —3; Yy =9
Atunci pentru z vom avea
2 —3 1. 9 3
x=i=—; r=—=——; T=-—=—=
6 3 6 2 6 2

In concluzie, pentr:l ecuatia
flr) = 122* —8a® — 2122 + 524+ 6 =0

am gisit rddécinile
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EXERCITII §I PROBLEME

1. S& se géiseascd o limitd superioara a ridicinilor ecuatiei
2z’ — 52% 4- 325 — 62 — 20028 4 222 — 152 — 100 = 0
Sa se rezolve ecuatiile
2, 24 + 2 —522 + 2 —6 =0
3. 20z* + 323 41822 + 32 —2 =0
4. 252* + 1102% -+ 16222 + 38z — 15 = 0
5. 102* — 1328 4+ 722 — 132 —3 =0
6. 62 — 2% +522 —z —1 =0
7. 25 —5x* + 528 + 1022 — 20z 4+ 8 = 0
8. 62% + z* — 1423 + 422 + 5z — 2 = 0
9. 2% + 4ot — 628 — 3122 — 34y — 24 =0
10. 2% — 4da* — 102® + 2622 — 112 + 30 = 0
11. 625 + 112* 4 52% + 522 — 2 — 6 = 0
12. 2% + 62* — 92% — 2122 — 10z — 24 =0
13. 6% — 112® — 22 —4 =0
14, 42* — 1122 492 —2 =0
15. 22% 4 1222 + 132 + 15 =0
16. 22 — 423 4 322 — 52 —2 =0
17. 62% + 112* — 2®* 4+ 52 —6 =0
18. 2% — bt + 22% — 2522 4 212z + 270 = 0
19. 2% + 32% + 4a* + 3% — 1522 — 162 + 20 = 0
20. 225 + 2% — 92t —62° — 522 —Tx + 6 =0
21, 228 — 922 122 —5 =0
22, 22% — 122% + 132z — 15 =0
23. 2+ 2* —8r —12 =0
24, 23 — 722 + 152 —9 =0

8

25. 2% — 822 + 172 — 10 = O

26. 423 — 822 —x + 2 = V.

Sd se rezolve ecuatiile

27. zt — 102°% 4 3522 — 50z + 24 = O

28. x4 — 14x® 4 362% 4 1262 — 405 = 0

29, 228 — 2 — 92+ bx + 4 =0

30. 2* —8x% 4 232 — 282 4+ 12 =0

31, 2t —7a® + 922 4 72 — 10 =0

32, 22% —8x3 — 112% 4 gz —30 =0

33. zt — x84+ 4122 — 61z + 30 = 0.

Sa se gaseascd raddcinile rationale ale ecuatiiler
34. x% + 8at 4 ba® — H0x% — 36 + 72 = ¢

35, 2% — 228 — that 4 192% - 2822 — 44y + 48 = 0
36. 6x* — 43a3 + 10722 — 108z + 36 = 0

37. 212t — 4la® + 4522 — 242 + 4 =0

38. 162° — 762* + 4b4x® + 13922 — 422z — 45 = 0.

39. Si se determine valorile lui z pentru care avem
3% + 228 — 4a® + 4z — Tz + 2 >0.

40. S# se giseascd baza unui sistem de numeratie in

care numirul 824 din sistemul zecimal se scrie 3i452.

41. Sa se rezolve ecuatia 4z*— 282344522 — 62 — 18=0.
42, Si serezolve ecuatia 1525 — 1924+ 623+ 1522 — 192 4

+ 6 =0.

43. Si se rezolve ecuatia 122°4-402*4132® —112 —6=0.

44, S se rezolve ecuatia 152*+162% — 4622 —5x+6=0.

45, Sa se rezolve ecuatia 8a®—382°+457x%— 602% +
4 5222 — 22z + 3 = 0.

2 ) Xt 3P bix Y

46, Sa se rezolve ecuatia 8'(5) = 125.
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47. Sa se giseascd doud numere a céiror diferenti este 4,
iar produsul multiplicat cu suma lor sa dea 1 386.

48. Si se rezolve ecuatia 22° — 7244223+ 1022 —42x —3=0
stiind ca admite rddicina 1 + J2.

49. Se considcrd volumul cuprins intre doud sfere concen-
trice. Care trebuie sd fie raportul razelor, pentru ca acest

. g 7 . Lo .
volum s& fie egal cu 5 din volumul unui cilindru avind

un cerc cu raza mare ca bazd si raza micd drept indltime?
50. Si se afle raza unui con circular drept, inscris intr-o

sferd de razd R, astfel ca volumul conului s fie egal cu %

din volumul sferei.

51. Suma pétratelor primelor n numere intregi este 385.
S& se afle n.

52. Dimensiunile unui paralelipiped dreptunghic for-
meaza o progresie aritmeticd cu ratia 5. )

Sé se afle aceste dimensiuni, stiind ¢& volumul paraleli-
pipedului este V = 1 428 cm3.

53. Un bazin avind o capacitate de 360 hl se poate umple
in 2 ore prin 4 robinete; pentru a umple singur bazinul, cel
de-al doilea robinet ar curge timp de 1 ord si 12 minute,
cel de-al treilca — 3 ore, iar cel de-al patrulea — 6 ore mai
mult decit cel dintii.

Care este debitul pe ord al fiecdrui robinet?

54. Intr-un triunghi oarecare se dau laturile ¢ = 26,
b = 28 si raza cercului inscris r = 8.

Se cere latura a treia.

55. S& se impartd un triunghi printr-o paraleld la una
din laturi in doud parti, astfel cd dacd triunghiul se invir-
teste in jurul acelei laturi, volumul generat de trapezul
format sd fie jumitate din volumul generat de triunghi.

56. Si se arate ci expresia E = 20 + 142+
+ 1720 143

este rationald si sa se gidseascd valoarea ei.

EXERCITII RECAPITULATIVE

1. S& se stabileascd relatia
14 €3+ €3+ €% + €5 + CF =24

2. S4 se determine m intreg si pozitiv, astfel ca s& avem
egalitatea

2 Am - Am = Ap - A
3. Sd se rezolve ecuatia
Am — 26 m Cr = 11 Ay,

4. Cei doudzeci de elevi ai unei clase hotirdsc si formeze
o echipd de fotbal. Sapte dintre elevi preferd s& fie portari,
ceilalti admitind sd aibd orice rol in formatie. In cite
moduri se poate forma echipa de 11 jucédtori?

5. In cite moduri se pot aseza cele 32 de piese ale unui
joc de sah pe cele 64 de pitrate ale tablei de joc?

6. Pe un teren de tenis se afld patru baieti si trei fete,
care se hotdridsc si joace perechi, cite un baiat si o fati,
urmind ca pe rind unul din b#ieti sd rdmind pentru cules
mingile. In cite moduri se pot grupa perechile pentru joc?

7. Dupd joc, cei sapte tineri din exercitiul precedent

_se asazil pe o bancd, la extremitdti agezindu-se cite un baiat,

ceilalti fiind asezati astfel ca fiecare fatd si se gdseascd
intre doi biieti. Cite asezdri distincte se pot forma?

8. Cite puncte de intersectie rezultd din intretiierea a n
drepte in acelasi plan, dintre care p trec prin acelasi punct
i ¢ sint paralele?

9. In cite moduri se pot aseza, de acecasi parte a unei
mese drepte, 12 persoane, in ipotezele urmitoare:

a) la*masd incap deodatd toate persoanele;
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f()) l%nma}:é fmll incap deodatd decit 6 persoane
. . cite feluri se poate descompune produsu
mtrﬁm é)rogus de 2 factori? S¥ se gengra]izepze neul abede,

J11. 5e dau n puncte in plan. Se construiesc d

: 5 . . reptun-
g{num pe ale carorylatum se gdsesc cite 5 puncte date és;lflgl
ca pse fiecare laturd este cel putin un punct. ’

q se arate cd numdrul total al dreptunghiurilor ce se pot

construi astfel este N = (n—4) C2(C2_,

12. S& se rezolve ecuatiile
An+1 .p ’
e (I ) i LT,
x— AZ « Px—n

:3. S4 se ‘arat.e ce 5for.me'x t;‘ebuie sa aibd numarul intreg 7,
pentra ca ecuatia Cyx = yCy sd fie posibila. )
S& se rezolve apoi ecuatia.
14. Se d4 ecuati AL 30
. atia P, 22 — 'm = ]
iy 43 ecuatia P, x Amz + 30 €, = 0, care admite
soma a4 2, = z, = 10. S& se determine n si m.
. S& se demonstreze ci avem relatia '

(Cna)® + (Chizip = ZE=dmn b ind

16. Pleci identi " a4 g
cind de la identitatea Cp = —"_ " _,, sd se
. g . . m-—n
gdseascd din nou formula combinarilor.
17. S& se rezolve sistemul

xc’::;.-l_:;:ii an'l
me-2_n—-1 . m—1
n—2 m - n—1"
18. S& se rezolve ecuatia 11€* = 100 %
19. Sé se rezolve ecuatia n (m j— n) Cp = m;,cz;.-—l) c*1!

m—2°
2 al i :
dreﬁ?él;aze; Pezste numdarul max1dm de puncte de intersectie a
3 : unesc doud cite doud n puncte si in
] ! , e situate in ace- -
la§121plan, trei puncte oarecare nefiind coliniare?
. 1 ’ -
A g? se rezolve ecuatia Ct = 3 C} 1
. S& se stabileascd formula -

14 Ch+ Crops + Cous + Crts + wee + Crpny = Ch
232

23. Si se stabileascit formula

, 3 1 3)
1 no,n (n + 1) nin+ 1) (nt+2) n{n+1) (n+2) (n+
+1+ 1.2 + 1.2.3 + 1.2-8:4% +
o n(n+ 1)..(n+k—1) - in+1) (n 4+ 2)... (n+k) .

1-2- 3.k 1.2, -k
24. S& se calculeze suma
S=C;Chs+ C3 C:s+ CiCrs + ... + Cr_o C3.

25. Se considerd permutdrile primelor m cifre semni-
ficative. Se cere suma numerelor astfel formate in sistemul
zecimal. , .

96. intr-o hora (deschisd) sint 6 fete si 4 flacai. In cite
feluri se pot ageza cei 10 jucatori, stiind cd 2 fete sint tot-
deauna intre 2 flacai? -

27. Si se determine n, stiind cd

1 1 ns
P, Pyt L
28. Se considerd produsul

P=(@+ o[z + )

Sd se scrie toti termenii produsului independenti de a.

29. Un termen. al dezvoltdrii (z -+ 3)" are coefi-
cientul 110 565 si coeficientul binomial 1 365. Sa se afle n
si rangul termenului. ’

30. Si se determine x astfel ca al b-lea termen al dezvol-
tarii lui (z+2)° s& fie egal cu al 4-lea termen al dezvoltdrii
lai (z-+2)1.

31. Pentru ce valoare a lui n, coeficientii termenilor al
2-lea, al 3-lea si al 4-lea ai dezvoltirii lui (1+42z)" formeazd
o progresie aritmeticd?

32 S4 se determine m, n, p asa fel incit in dezvoltarea

. 1 .. . o s
lui (x’" + —p) _termenii de rangul 12 §i 24 sd aibd pe x res-
X

pectiv la puterile 1 si 5 s1 sd avem si un termen liber.
33. Si se gdseascd 3 coeficienti binomiali consecutivi
formind o progresie aritmeticd. .
34. S# se giseascd coeficientul lw 7 din dezvoltarea:
(@t — 3z + 1%
35. S4 se demonstreze ci coeficientul lui 2# in dezvoltarea
sxpresiei
P(z) = [(k — 2)* + nax — k] (z+1)" este egal cun - .
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36. 58 se demonstreze formulele

1) Ch + Ch + ... + Ci7' = 222 dacd n e par;

2) 14 Ch + €3y + ...+ €57 = 2222 dacd ne impar.
37. Sa se demonstreze identitatile

1 1 on+1
@)1+ ~Ch—Cid oo + ——(n=2_=1,
2 4 n+4 1 n -1
k2. I3 o2 k. A3
Dk —np O DO RO ey
2 3 4 n+ 1 n+ 1

38. Sa se demonstreze formula
Cip = Cn+ C CL O Ch 4o CE CL 41 L
39. 54 se arate cd avem egalititile
@) Colm + CrCt 4 oo ChCiy = Chiyn

b) ChCh 4 CACE L+ CrCl = 2!
5 (n = k)!(n + K)!.
40. S& se demonstreze urmitoarele identititi

a) (CR)2 + (Ch)2 + (Co)2 + ... + (€2 = 3.
b) (Con)? — (Con)? + (C30)2 — oo + (C)2 = (—1)"CY

C) (an+1)2 - (C%n+1)2 + (C§n+1)2 T el — (Céﬁii)z == 07
d) (O 42(C2)2 4 . fn(Ch)p = n=1!

o — 1)/ A
41. 1° S& se demonstreze ci: " e
(1 +a) 1 +a) 1+ as)...(14 a,) >1+4-a,+a,+...4-a,
daca a,>0.

2° Inegalitatea lui Bernoulli

Dacd a > — 1, si se arate ¢d avem

1+ a)" >14+ an

pentru orice numdir natural n.

42. Sd se demonstreze

4+ (m+2)(n+3)...(n+n)=21-35.7... (2n —1).

43. Dindu-se u,y1 = 3u, — 2u,_4 si uy = 2, u, = 3,

sd se demonstreze ci | ,; — 9n +1
n

44. N fiind un numir de i i i ’
. n cifre, cite cifre ar
avea /NN? ' putea
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45. Si se demonstreze cd dacd
12 4- 22 L 32 L | 1+ n?sedivide prin

14-2434...+n, citul este neapdrat un numir impar.

46. Pentru ce valori ale lui n citul de la exercitiul pre-
cedent este un patrat perfect?

47. S3 se demonstreze ca suma

8n? — 7n — 1 se divide prin 25 numai dacd unul din

numerele n—1 sau 8n + 1 se divide prin 25.
48. Si se verifice relatia

s+ VB4 —1 |

49. Dacd A este un numér divizibil cu 19, iar B divizibil
cu 13, sd se arate cind expresia (A™)*—(B")? este divizibild

cu 17.
50. Pentru ce valori ale lui n, suma

S = n® — n* —n? 4+ 1 se divide prin 45?
51. Sa se determine n astfel ca expresia
n?2 — n® 4+ n* — 1 sd se divida prin 96.

52. Dacd n > 1, produsul n (n 4 3) nu poate fi pdtrat

perfect.
53. n fiind un numir intreg, si se arate cé expresia

E = n(n® — 1) (n? — 2) (n? — 4) se divide cu 840.

54. S# se arate ci expresia n2(n + 1)% (2r% + 2n—1) este
divizibil& cu 12, oricare ar fi n intreg.

55. Expresia 10"*1 —9n — 10 este divizibild cu 81.

56. Si se determine m si n astfel ca polinomul

2t —22% + mz + n si fie divizibil cu 2% — 3z + 2.

57. S se determine a si b astfel ca polinomul
(x? + 3z — 1)? + ax s fie divizibil prin z®+4 2 4 b.
58. Si se calculeze citul gi restul impédrtirii polinomului

6xt — 723 + ax? + 3x + 2 prin z*—zx + m.
S% se determine a si m asa inecit impéartirea sd se faca

exactl si si se descompund in acest caz polinomul in factori.
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59. S& se arate cd polinomul

(22 -+ ax + a)>—(a—1)%z se imparte exact prin 22z - 1.
Sa se afle citul fard a se face impartirea.

60. S& se arate cd polinomul

P(x) = x* — 1028 + 3522 — 50x + 24 este divizibil cu
r—1, cu zx — 2, eu 2 — 3 g sd se calculeze citul prin
(z — 1) (x — 2)-(x — 3).

61. S& se determine a §i b astfel fncit polinoamele
Px) =24 ax® + bx+6; Q(z) = 2>+ ba® + ax + 8

s4 admitd pe z—2 divizor comun, apoi sa se descompuni
in factori polinomul P (z)— Q(x).
62. S& se demonstreze cd polinomul

23 4 80+ L %% (g, b, ¢ fiind numere intregi si
pozitive) e divizibil prin 22 4+ z + 1.

63. S& se determine polinomul

25 + ax* + Ax® 4+ Bx: + Cx + D

astfel ca sd fie divizibil cu (22 — 1) si cu 22 — 4.

64. S& se determine a, b, ¢ astfel ca polinomul

xz* + 323 4+ ax? + bx + ¢ sd fie divizibil prin (22 + 1)
(x + 2).

65. S& se arate cd expresia

E=1—a"" (1 +a™—a"™*) se divide cu (1 — a)? si
sd se afle citul.

66. Polinomul na"*?—(n -+ 1)2"*! -z se imparte cu z—1;

sd se determine citul.
67. Polinomul 2" — (n+ 1) z + n este divizibil prin
(x — 1)%; sa se afle citul.

68. Si se dovedeascd cd polinomul (z — 1)3" 4 23" — 2z + 1
este divizibil cu z(z — 1) ‘x — -;—)
69. Se d& polinomul
Fo)=n—1Dz2"'—m+D2" +(n+-NDrxr—n+1.
Sa se arate cd acest pelinom se imparte cu (x —1)% 31 sa

se afle citul.
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70. S¥ se determine coeficientii 4, B, C astfel ca poli-
nomul

P(z)= (x4 1)°*+ A (x4 1)® + Bz + C sa se divida cu
(x — 1)3. Sa se afle citul.

71. Sa se arate cd polinomul
P(z) = (z+1)¢ — 6z (x + 1)+ 3223 se divide cu (z—1)*

si sd se afle citul.
72. S& se afle c.m.m.d.c. al polinoamelor
P(z) = 72* — 162% + 182% + 31z — 10
Q(x) = 2% — 132% + 31z — 35.
Si se rezolve ecuatiile P(z) = 0 si Q(z) = 0.

bx—1y 15
54 21 82 4 3iv

73. Sa se rezolve ecuatia ;  siynu-
mere reale.
74. Si se giseascd valoarea urmditoarelor polinoame
a) x® — 8x'% + ba* — 4a® — 10 pentru z =1
b) 522 — 4\ 2zy — y? pentru x=i)8: y = i.
75. Sa se calculeze i

1 yn . iyt
A = ————; +_)2 < unde n este un numdr intreg pozitiv.
{1 — 1)1~

76. S& se rezolve sistemul de ecuatil
2+3z+ 3B —2y=1+8&
(3 — 20z — (31 + 6)y = 8 — bi.

77. Sa se calculeze modulul urméatoarelor numere com-
plexe

: 5 4 12 1 FRRY
a) 4—3l, b) m, c) $+‘2 1—'l,
d) (ac — bd) + (ad + bei, e) (;——;‘) (3 + 2i).

78. Sa se verifice 1dentitatea
(62 + 0 + i + i = — 2,
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79. Sa se verifice identitatea
@2+ 1)2 4 i 4 i + )2 = — 1.

80. Sd se arate ca

14+ _ IV;
1+ 2+ V2¥rz_ T
P iV;:l—l—x—sz(Z—kx).

1+iVz 2 +2 V2+=

81. S4 se arate ca

iy . - 8 :
Va+V3+iY2=T3)=;5 a+0
82. Sa se arate ci

83. Sa se verifice egalitatea

1 4+ 1\5 .
() o

84. S& se demonstreze identitatea

=2+ 2 V3.1 — 22— 2 ¥3) 1
1 — 26 T — a2’

85. S4 se demonstreze identitatea
[2a—b—c)+i(b—c)V3P=[(20—c—a)+ ic—a))3]°
86. Sd se pund sub formd trigonometrica
A =1+ cos « — 7sin a.

87. Sa se pund sub formd trigonometrici

a) 1+ cos o 4+ ¢ sin « O<a<%:
b) 1 + itg a 0<La<<y
¢) 1 4 sin a 4 i cos s OA\<oc<§y
1= g Py
14+ itga Oga<2
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88. Si se simplifice 54T 18N,
cosd — isind

89. Sa se calculeze

(1 +:V3) (cos a - isin*oc_) .
2 (1 + 1) (cos « — ¢ sin «)

90. Sa se demonstreze ca
n n
. 3 nit . . TT
a) (1 + )" = 22 (cosll— -+ isin —4-),
unde n este un numdir natural;
- . P .. T
b) (V3 — )" = Zn(COSE — isin 2},
' o 6
unde n e un numdir natural.

< « < 1 .
91. Si se demonstreze c¢d dacd x + — = 2 cosx, atunci
x

1 . 1 .
x"—{—-ﬁ:.‘l cos na §i 2" — — = -4 21 s no.

92. Si se rezolve ecuatia binomé
(3 — 4i) a® + 25 = 0.
93. S4 se rezolve ecuatia 2% = 1 + 1.

94. Si se rezolve ecuatia 2% — 222 — 2 -+ 2 = 0, stiind
cd suma a doud rdadicini este egald cu zero.

95. Si se rezolve ecuatia 122® — 2022 — ax + 13 = 0,
stiind c¢& suma a doud radacini este egald cu 2.

96. Se di ecuatia z® — 192% 4 96x 4+ m = 0. Sd se deter-
mine m asa fel ca o rdddcind sa fie intreitul alteia.

97. 54 se rezolve ecuatia 2® — 422 — 42+ 16 =0, stiind
cd produsul a doud riaddcini este egal cu raddcina a treia
luatd cu semn schimbat.

98. Si se rezolve ecuatia 2 — 222 — 11z + a = 0, stiind
cd intre raddcini existd relatia: z; + 2z, + 3z; = 0.

99. Sa se rezolve ecuatia % 4 4a® 4 3z + 2 + 2 =0,
stiind cd o rddicind este media armonicd a celorlalte doui.
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100. Fiind datd ecuatia
2 — (4 + 2a) 2 + (8 + 9a) x — 12a = 0,

sd se determine a, stiind cd intre rdddcini avem relatia
T3 = Z; + ,, §1 sd se rezolve ecuatia.

101. S& se determine A, si si se rezolve ecuatia
2* — 3z + A = 0, stiind c& rddicinile ei satisfac relatia
nry + (n + 1) 2y + (n + 2) 25 = 0.
102. Sa se determine a si sd se rezolve ecuatia
22+ ax® + 11z + a = 0,
stiind cd intre rdddcinile el existd relatia
%, + x5 = 2.
103. Soé se determine X astfel ca rdddcinile ecuatiei
8x3 — 622 + (A2 — 4) 2 + A = 0 sa satisfaci relatia
1 1 1
—+—+—-=23.
A Z, Zgy

_ 10%. Fie zy, x,, x, ridécinile ecuatiei 2% 4- £ — 2 = 0.
S& se arate cd 3 + 2§ + 25 + 10 = 0.

'_105.‘85 se rezolve ecuatia 2 4 pa? 4 gz +r =0,
stiind ca patratul unel rdddcini este egal cu suma patratelor
celorlalte doud rédicini, si sd se afle relatia de conditie.

106. Se considerd ecuatia f(z) = a® — 7z cos?
4+ 6 cos 2¢ = 0. e 7@ 7

_ Sd se determine g astfel ca una din rid#cinile ecuatiei s
fie indoitul alteia; in acest caz si se rezolve ecuatia f(z)=0.

107, Se da ecuatia 2* — 322 — 2 + a=0; s se rezolve,
stiind ca rdddcinile sint in progresie aritmetici.

\ 108. 2Sé se determine m, astfel ca radacinile ecuatiei
2® — 92® 4+ mx — 24 = 0 s& fie in progresie aritmetici si
sd se rezolve ecuatia in acest caz.

109. S& se determine Asisd se rezolve ecuatia 23 — 19221
+Ar —216 =0, stiind cd rdddcinile ei sint in progresie
geometrica.
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110. S& se rezolve ecuatia «® + az®+ bz 4+ ¢ =0,
stiind cd are rdddcinile in progresie geometricd. Se cere
relatia de conditie.

Caz particular

a=—(24+3); b=V2(J2+3).
111. Si se rezolve ecuatia si sd se determine valoarea
lui ¢, stiind cd ecuatia 82% — 42 2% + 63z 4 ¢ = 0 are ra-
dicinile in progresie geometricd.

112. Intre ce limite trebuie cuprins raportul —b—,
a

pentru ca ecuatia reciprocd az®+ bx® +bx+ a = 0 sd aibd
toate rdddcinile reale? ,

113. S& se determine m asa ca ecuatia

2t — 823 4+ 1122 4+ 10x + m = 0 sd aibid doud radi-
cini inverse.

114. Sa se rezolve ecuatia 4a* + 823 — 7922 — 83z 4
+ 60 = 0, stiind cd intre rdd&cini avem relatia z; 4 z, =
= X3 + T4

115. Sa se rezolve ecuatia 2z* — 3023+ 14622 — 258z +
+ 140 = 0, stiind cd diferenta a doud raddicini este 1.

116. S& se rezoive ecuatia z* + 3% — 722 — 27z +
1. q = 0, stiind cd are doud rdddcini egale in valoare
absolutd 1 de semne contrare.

117. Sa se rezolve ecuatia 2z* — 112% 4+ ma?® + L4z —
— 20 = 0 si sd se determine m, stiind cd are doud ridécini
egale in valoare absolutd, dar de semne contrare.

118. Si se determine a si sd se rezolve ecuatia

2t — 1023 + 352% — 50z + a = 0, stiind cd rddicinile
sint in progresie aritmetici.

119. Existd ecuatii reciproce de gradul IV care si aibi
ridicinile in progresie aritmetica?

120. Si se rezolve ecuatia x* 4 pa® + 4722 — 7224 ¢=0,
stiind cd primele trei rdddcini sint in progresie aritmeticd,
iar a patra este egald cu suma primelor trei.

121. Care este forma generald a ecuatiei reciproce de
gradul IV, avind rdddcinile in progresie geometrica?
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122. Se da ecuatia reciproci de gradul IV
rt— (m 4+ 1) 2° 4 2ma? — (m 4 Dz + 1 = 0.

1) Sa se rezolve; 2) si se determine valorile lui m, pentru
ca toate radicinile s fie reale.

123. Care este conditia ca ecuatia 23 + aa® + bx + ¢ = 0,
printr-o transformare x = y -+ £, si se poatd pune sub forma
unel ecuatii binome.

N 124. Se di ecuatia on"_—#.Alxi‘ + Aya® + Aza 4 A, = 0.
5a se scrie ecuatia care sd aiba riaddcinile de patru ori mai
mari decit rddacinile ecuatiei date.

125. S& se determine parametrul p astfel ca ecuatia
' — 32 — pxr = 0 sd aibd o rddicind dubld si apoi sa
se rezolve ecuatia.

126. Sa se rezolve ecuatiile

22 — 222+ 2 +a=0;22— 3z — a = 0,stiindci au o
raddiicind comuni.

127. S& se giseascd radicinile comune ale ecuatiilor
P(x) = 28 — 822 + 172 — 10 = 0
Q(z) = 2* — 823 + ba? + 9z + 10 = 0.
128. Sa se rezolve ecuatiile
(@ + 22 4 2)2 — 2= 0; (2> + 32 + 3)? — 4z = 0,
stiind cd admit doud ridddcini comune.
129. Sa se rezolve ecuatiile
1) 4a® — 2122 4 292 — 6 = 0;
2) 2 — 322 — 2 +3 = 0;
3) 223 4 a2 — bxr +2 = 0;
4) 23 — 922 4 23x — 15 = 0;
5) % — 1622 + 43x 4+ 60 = 0;
6) x® — 9a% 4 262 — 24 = 0;
7) 223 — ba? — x +6 = 0;
8) 28 + bx2 4+ 9z +6 = 0;
9) 228 — 1322 + 17z + 12 = 0;
10) 23 — 322 — 13z + 15 = 0,
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130. Si se rezolve ecuatia 23 + ax? 4 ba?z + 14ae® = 0.

131. Sa se rezolve ecuatia z* — z® + 2% + 2 = 0, stiind
¢4 admite raddcina 1 + 1.

132. Sa se determine coeficientii reali a si b, astfel ca
ecuatia z* + ax® + ba® 4+ 2z — 6 = 0 sd admitd ca rada-
cind pe 1 -+ i. S# se rezolve ecuatia obtinuta.

133. S& se rezolve ecuatia z* — 1023 + 2622 — 102 +
-4 25 = 0, stiind ci admite rddicina z = 1.

134. Sd se rezolve a* — 192® 428z — 10 = 0, stiind
¢d are o raddcind egald cu 2 — V2.

135. Se da ecuatia z* + az® 4 T2 4 bx — 2 = 0. Sa
se determine a si b si sd se rezolve ecuatia, stiind cd ea

admite radicina 1 4 2.

136. Sa se rezolve ecuatia 2% — Tz? —{—.123;3 — 1242 +
4+ 112 — 5 = 0, stiind ca admite o rddicind egald cu 1.

137. Sa se rezolve ecuatia 27 — z* + 3x* + 162° —
— 16x - 48 = 0, stiind ci admite radacina z =2 (1 +1).
138. Sa se rezolve ecuatia
2" 4 a® + 8a° 4 8zt — 112° — 112% — 182 — 18 = 0,
stiind ci are rddicinile z, = V2 si z, = 3i.
139. Sa se rezolve ecuatia 22% — 7z* + 223 4 1022 —
— 4z — 3 = 0, stiind cd admite rddécina 1 + V2.
140. Si se rezolve ecuatiile
1) 324 — 1023 + 62% — 102 4 3 = 0;
2) x* — 1023 + 3b2% — b0z 4 24 = 0;
3) 3zt — 2423 + 662 — T22 + 27 = 0;
4) -zt — 83 + 2322 — 28z 4 12 = 0;
5) 2t — 23 — 922 — 102 — 8 = 0;
6) 2t — 623 4 4a% + 3z + 10 = 0;
7) 2% + 3a% — 1522 — 192 4 30 = 0;
8) x4 — 1223 4 4922 — 78z + 40 = 0;
9) x4 — 92 + 1922 — 92 4 18 = 0;
10) x* — 52% + 72?2 — bz 4 6 = 0.
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141. Sa se rezq!ve ecuatia 210x* — 24723 + 10122 —
— 172 + 1 = 0, stiind cd are rdddcini simple fractionare.

142. Sa se rezolve ecuatiile
1) z° — 62* + 122%3 — 122% + 11z — 6 = O
2) 2x5—7:c4—{—2x3+10x2—4x——3=0;’
3) 62> — 23z* 4 28a% — 1322 + 22 = 0;
4) 62> — 47x% + 41322% — 15922 4 T6x — 12 = 0;
5) 25 4 62* — 3a% — 182% — 42 — 24 = 0; ’
6) 3x° — 13t — 202°% 4 442? + 33z — 16 = 0;
7) x° — 6x* — 523 + 3022 4 42 — 24 = O,
8) x% — 2x* — 1023 + 1022 — 11z + 12 = 0;
9) 2% — 325 — 192* + 4328 4 1822 — 40z = O0;
10) 32° — 42* — 1023 + 222 4+ T2z - 2 = 0.
143. Sa se rezolve ecuatia
28 — 102% — 32% 4+ 302* 4+ 242° — 162® — 48z — 32 = 0.

RASPUNSURI SI INDICATH
LA EXERCITIILE PRCPUSE

Capitolul 1

ANALIZA (OMBINATORIE

1. A, = 9-8-7-6.5 = 15 120.
p, — Py = 5! — &l =120 — 24 = 9.

(£

3. 8. o= 307978 13 _ 946 4s0.
1.2.3-3 1

P M T N
1.2 1-2-3

5. Indicatie. Primului inginer i se pot repartiza 3 sonde in
3 = 9-8-7 — 84 de moduri. Celui de-al doilea inginer, la ficcare
1-2-3
. I 6:5-
repartizare a primului i corespund ct = 1____22

Deci pina acum avem C§- C4 = 84-20 = 1 680 de moduri. Celui
de-al treilea inginer, la o repartizare a primilor doi ii corespunde
¢3 = 1 mod. In total avem c3.c%.C3 = 1680 de moduri de re-
partizare.

k
6. a)Citl=

= 20 de moduri.

(n+1)n(n-—'l)...(n——k+l)
1.2.3- ... (k+1)
(n — k — k-1 — k—=2)...(n —2
b ot = =R ) (n 2.0 = 20
1.2:.3-...(k+1)

i éiifﬁ _ n(n=1) (n—2) (n—3) (n—4)+n(n—1) (n—2)(n—3) _
4 A3 n (n—1) (n—2)
= (n—3)%
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py At T AV
A5k
_ (n+k) (n+k—1) ...(n—}—g)n(n—i) + (n+k) (n+k—1) ...(n-{—l\n: n2

(n+k) (n+kh—1)...(n+1)

1)
9. a)-kTm‘—l—=
A2n—1'P”"‘l‘
_ 1.2-3-...(2n+ 1) __(211+1)!_
(2n—1)(2n—2)...(2n—k+1)-1-2-3...(2n—k)  (2n — 1)
= 2n (2n + 1);
Ak—l P . 5 o
n—1 ° Y-k (n—1)(n—2)...0n —k-4+1)-1-2-3...(n— k) _
10Pn—1 10-1-2-3- ... (n—1)
(n—1)1 _ 1

T 10(n—1)1 10
10. P, = &1 = 2. 11. P,y = 10! = 3 628 800. 12. P, — 6] = 720.

. 12 .
18. Cip — 21
1.2

= 66. 14. A5, = 30-29 = 870.

12-11-10- 9.8

15. €3 = =227 ""° _ 999 de brigizi.
1-2.3-4-5

16. ¢35 = A5 - 1413 e
1.2-.3

17. C3- C3. 18. C},- C3- C3 sau Chy- C3- €} sau Ch. G§- Ci
sau 0?2- c? Cﬁ sau Ci,- CS- Cg sau C‘;’Q- C'; c3.
Sub oricare forma, rezultatul va fi acelasi; exprimat in factoriale
a 120

31 41 51

19. Indicatie. Se pot scoate 2, 3, 4, 5 sau 6 cartoane galbene.
Dacd se scot 2 galbene, restul de 4 vor fi albe, si aceasta se poate

face in Cf;- C‘fo feluri.

La 3 galbene vom avea 3 albe in C"é~ C‘lio feluri.
La & galbene vom avea 2 albe in C§- C3, feluri.
La 5 galbene vom avea 1 alb in Cg- C}o feluri.
Iar 6 galbene se pot scoate intr-un singur fel.

ne d

In total vom avea suma
Cs- Clo + C&- Ch + C§- Clo + C3-Clo + 1 = 3 286 feluri.
21. P, — Py =50 — &1 =120 — 24 = 96;
Py — Py =51 — 31 =120 — 6= 114;
Py — Py =51 — 21 =120 — 2 = 118,

I
f

I
I
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28. A3, =11-10-9-8-7 = 55440; Ajp = 10-9-8-7.6 = 30 240.
24. C0. 25, (k — p + 1) (k — p)...k ANZP. 26. 121; A},; Clyr
27.a) ART1; b) k AT 0) 21 ARTE d) k(k—1) A} TS5 e) pt ARTES

Atk —p+1) (k= p+2) ... kAT

28. R. Vom presupune o persoand fixd si vom permuta celelalte
persoane: gasim P,_; = (n — 1)!. 29. a) 7; b) 9. 30. a) 15; b} 8.

31.27. 82. a) &; b) 17. 33. C2 — ‘11—5) —15. 35. b)6: 3. 36. n = 8.
87. Indicatie. Trebuie si avem A% = p.AS™" (1), care ne da

n(n—1) (n—2) ... (n—k+3) (n—k+2) (n—k+1)=p-n(n—1) (n—2)...
...(n — k + 3) si dupa simplificare ne rédmine
(n —k+2) (n—Fk+ 1) =p.
Jn—(k=2)][n—(k—1)]—p=20
n?— (2k — 3 n+ (k2 —3k+2—p)=0. (2)
Problema e posibila numai in cazul cind discriminantul ecu-
atiei (2) e patrat perfect.
A= b2 — hac = (2k — 3)2 — 4 (k* — 3k + 2 — p) =
= 4k% — 12k + 9 — 4F%2 - 12k — 8 + 4p = 4p + 1 (3)
Deci trebuie ca 4p + 1 si fie un patrat perfect. Intrucit 4p + 1
este fird sot, el trebuie si aibd forma 4p + 1 = (2M + 1)? (4)
unde Af este un intreg oarecare.
Gésim
4p+1 = 4M? + &M 4+ 1;4p = &M (M 4+ 1);p = M (M+1) {5)

deci problema e posibild dacd numdrul p e produsul a doud numere
intregi consecutive.
in acest caz, rezolvind ecuatia (2) si tinind seama de (4), avem
2k — 3) £ Vap+1 _ (2k—38) 4+ (2M + 1)
. 2 a 2 ’
caré ne di radacinile
n=k+M-—1;, n=k— M- 2,
dintre care numai prima convine problemei; intr-adevidr, luind pe n,
am avea

h—2 __ g k—2
An, _Ak—M—z,

cu indicele de jos mai mic decit cel de sus.
88. Indicatie. Pentru a) plecim tot de la formula de descompunere
a combindgrilor: "
k ; h—1
ci=¢C, {+C

n—1

si descompunem fiecare combinare din dreapta tot in doud combindri.
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Pentru b) plecim de la a) si-i aplicdm in pariea dreaptd, fiecareia
din cele trei combinari, din nou aceeasi formuld de descompunere,

39. R. Daca cele p puncte ar fi puncte oarecare in spafiu —
numdrul planelor ar fi C; Cum insd n puncte sint in acelasi plan;
deci prin n puncte trece un singur plan, din numarul planelor trebuie
sa sciddem C — 1, deci numirul total de plane cerute de problemi
este: C3 — 03 + 1. 40. R. n.

41. R. a) In cazul ci subcomitetul contine doud femei, atunci

numiru! subcomitetelor este dat de C3. C = 210 — ciici este numi-

rul perechilor formate de grupe distincte de trei barbati cu grupe dis-
tincte de doud femei. b) In cazul cind comitetul contine cel putin
doud femei, atunci numirul subcomitetului este dat de

cici + Cicl + CiCp = 301.

Binomul lui Newton

1. (22 — a)® = z'2 — 6a2l® - 15a22% — 200328 + 15 azxt —
— 6abz? + ab; (a + V 5)® = (a® + 36a7b + 126 a5b® 4 84 ah® +
+ 9ab%) + (9 a® + 84 abh + 126 a%h® + 36 a2b® + b0 Vb
2. Va+ V) =a® + 6a2Va- Vb + 15a2% + 20a Va -0 Vb +
115 ab® 4 6 Va-b2Vb + b = (a®+ 15 a2b + 15ab? + b3) - (6a% +
+ 20ab + 652 Vab; (V3z + V2y)" = (27 2® + 378 22y + 420232 +
+ 56y%) Y3z + (1892% + 630 2y + 252 zy® + 8y°%) V2y.

a 7)¢ (a + b)¢
3. (VT“" V?) = T
2z —4]/ 2 =162/ —1282 ] = + 384 2|/ 2® —
— 5122 2|/ = + 25622,

4. s, = 2 (a% + b?)
dy, = 4 ab

s3 = 2 (a® + 3ab?) = 2a (a® + 3b2)
d;= 2 (3a® b+ b3) =2 b (3a2 + b2

sy = 2 (a* + 6a%b% + b%)
dy = 2 (4a®b + hab?) = Bab(a® + b2).

In general avem
sp=2(a" + Cha"2 b & Cha" Tyt 4 L)
d, = 2(Cha" b + Cha" b + Cp a0 B+ ).
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La s, avem numai termeni care contin pe b la o putere cu sot,
iar la d, la o putere fdrd sog. ]
5. 997 = (100—1)7 = (102 — 1)7 = 10 — 7.10'2 4 21.1010—
— 35-108% + 85-106 — 21.10% 4+ 7.102 — 1 =

= 100 006 000 000 00U | 7 000 000 000 000
210 000 000 000 | 3 500 000 000
35 000 000 _— 2 0 000

700 1 =

= 100 210 035 000 700 —
7 003 500 210 001

93 206 534 790 699.

1025 = (100 + 2)5 = (10% 4 2)5 = 101° 4 5. 108. 2 + 10- 105 - & +
+ 10104 8 + 5. 10%. 16 + 32 = 1010 + 10° + 4. 107 + 8. 10° +
+ 8-10% 4 32 = 11 040 808 032.

6. a) 945 a%; b) 1 287 al®h15: ¢) 70 a2
7. a) 1716 @® b2/ a si — 1 716 a®b¥Y b;
b) — Chy 2 a*Y a2/ @ si Oy 210 d% 2™

40
c) —
9
8. a) 36x7 y2; b) 1 287 a7 9. a) 286 b7 x%; b) 18 564 bb2~1.
10. a) Cf7, b) 065 11. R. Termenul general are forma
1\k r2n+1—k
R enti—n , [} _ ok -
Thyr = Coppp 2" (x’ S S

deci trebuie sd avem 2n — 2k + 1 = 2r + 1, de unde gisim
n—hk=rsihk=n—r.
Coeficientul cautat este C.7;.
12. k = 9. 13. Rangurile sint 9, 10, 11 sau 1%, 15, 16.
14. 3525. 15. 702%. 16. 4si 7. 17. n = 4; T, = 6[3/_:;:.
18. 2; 3; 5.19. z = 1. 20. 2, = 2. 21. — 11.

22, — C 4 4 C24 3 C}, = 144. 23. Cly= 1820. 24. CR1laR

25. Indicatie. Se vor egala coeficientii acelorasi puteri ale lui =
din dezvoltarea identitatii

iz 4 )™ (2 + 1) = (z | 1)™tn,
26. Indicatie. Scriem identitatea sub forma

SCia + " F bt = D Ch(z + o)™ a".
k=0

k=0
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! Se observ{i. cd este de ajuns sd aplicim formula binomului lui
l\evyt?n puterii (z + a + )", o data in raport cu (z + a) si a doua
oard in raport cu (x 4 b), pentru a avea identilatea de mai sus.

2 ; ; & R+1 ] a
27. Indicatie. Vom lua a; = C,, ay= Ci™1, a3=02+2, a4=Cﬁ+3o

Identitatea de demonstrat se va pune sub forma

1 1 2
+ =
14 %2 g4 %y 4
a as ap
. . a. a . a .
si se vor inlocui rapoartele =2, =% si =2 cu valorile lor.
a a4y ap

28. a) Indicatie. Luim expresia urmitoare sub formi de sumi
S={14+ 2" + (1 + )" 471 4 2" | L (1 gtk (n
care se mai poate scrie

S=+ a1+ +a)+01+a2+ .. +01+ 204

(_1_’!" x)l’(-\‘—] 1

S=14 2.
x

sau inci S = —1—[(1 + ke (1 o). (2)
z

Scriind coeficientul lui z** in cele doud expresii ale lui § din
{1) si (2), gasim identitatea propusi.

_b) Indicatie. Acum vom lua expresia urmitoare, tot sub forma
unei sume

S =2a" (1 + 2)" — 2™ {1 + )" 4+ 2" (1 + )"} ... +
+ (= Dra" 1 ), (1)
care se mai poate scrie
S = (1 4+ )" [a™ — 2" 4 22— |} (— 1)hen-R
§ = (1 4 @) a" —anl4 gnt — 4 (—1)han=k] (24 1)
S = (1 + a)n-t [an+1 + ( — 1)I{xn—h]‘ (2%
~ Scriind acum coeficientul lui 2™ in cele doua expresii ale lui S§”
din (1) si (2’), vom gisi identitatea propusi.
29. a) 10 22; b) 625; 7 000; 7 000; 120; 16.
80. Indicatie. Trebuie sii avem
Ty < Ty > Ty,
dar Ty = Cp 3" % m®; Ty = € 3™ 0 md ; T, = C10gm—10 10,
avem deci inegalitatea dubli

Ct:” 3m—8 m-‘l < C’:n 3m——9 m9 > C:':) 3m—10'nlO .
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Vom discuta cele doud inecuatii separat.
9 qm—9 9 8 om—8 8
) 3" m’ > C, 3" T w5,
Ficind toate calculele, obtinem inecuatia
m? — 8m — 27 > 0.
Ecuatia m? — 8m — 27 = 0 are rddacinile
m=+4 + V16 + 27 = 4 + V43,
m; = & — Va3
my, = & + V43
A doua inecuatie este

9 qm—9 9 10 qm—10._ 10
C,.3 m > C, '3 m,

adica:

de unde obtinem m? — 9m — 30 < 0.

Ecuatia m? — 9m — 30 = 0 are radicinile

9 4+ V8t + 120 9 + V201
= 2 =T
. 9 — V201 9 + V201
adica: mg = ———y—— my=——g-
Pentru a putea face tabloul de discutie pentru ambele inecuatii
trebuie sd calculim mai intii valorile aproximative ale celor patru
riadécini.

intrucit Va3 ~ 6,56, V201 &~ 14,14
avem my =4 — V432 4 — 6,56 = — 2,56
my = 4 + Vi3 x4 + 6,56 = 10,56
9 — V301 _ 9 — 14,14 _ —5,14
mg = on = 5 5 = — 2,57
9, 201 9+ 14,44 23,14
my — +2V A = S = 1,57,
Deci ordinea mirimii radicinilor este
— 2,57 < — 2,56 < 10,56 < 11,57
sau my < m, < my < my
-V o — 9+ V201
sau inc 2——7—2ﬂ<4—1/43<4+1/43<—2—.
Cele doud inecuatii sint:
E, = m? — 8m — 27 > 0.
E, = m? — 9m — 30 < 0.
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Expresiile egale cu 0 au radicinile
my §i my, respectiv mg si my.

Facem tabloul general de discutie

{;_ my m, m,

9 — V201 _ Vi3 3 9 201

e R LQV—+°0
x~—-257 =X—2,56 10,56 211,57

E, +FFFFFO————0 4+ + o+

E ++0—-— ——————— - — 0+ +

Intervalele in care avem in acelasi timp E, > 0 si E, < 0 sint

intre m, $i m,, pe urma intre m, si m,.

Cum m trebuie sa fie numdr inireg si pozitio, singura valoare

acceptabilda este m = 11.
81. Indicajie. Se va pune expresia sub lorma

ol

1+ C3-C3- 2+ C5-Ch-22 + C5- 322 =1+ 60+ 360 + 160 = 581.

 Se gliseste

82. E (a,b) = 7ab (a + b) (a® + ab + 62)2. 33. E = 2. 34, f — 2" 7
n -4 2

3n R
35. F= ——— | 36. ¥ndicatie. Luam identitat, R+l
o 1) 1 i 1tatea (z 4 1)
= oM b (k1) 2k (k+ 1) kxk—1+ (k + 1)k(k — “w’“—}—
1.2 1.2-3
+ o (k+ 1)z + 1.
Dind in aceastd identitate lui z, rind pe rind valorile 1,2,3,...,n

si adunind toate relatiile obtinute, ciapitim formuia de mai sus.

A37. Indicagie. Daca pe latura bazei stivei se afla n cutii, atunci
pe intreaga bazd se afld n? cutii. Pe rindul imediat superior avem
(n—1)% cutii, apoi (n — 2)? etc.

Atunci in stiva intreagd avem

Sy=1% 4 28 4 3 4 .., 4 p2 = 2l0EY Gntd)

. cutii de conserve.
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Aplicatie numerica. In cele 6 stive vom avea

5.6:11  6.7+13  7-8.15 8.9-17  9-10-19
5 = + +
s P e T e T 6
10-11-21

6

= 55 + 91 4 140 4+ 204 4 285 4 385 = 1 160 cutii.

Metoda inductiei matematice
7.8 =111=1; S =1-11 4+ 2.2l =5; S =111+
+ 2.21 4+ 3.3! = 23;
Sy =111 4 2.21 4+ 3.3! 4 441 = 119.

Examinind aceste rezultate, se observd ci avem §; = 2! — 1;
S, =3l —1; Sg=4I—1; §=5l—1.
Atunci putem sd enuntdm ipoteza ca

S,=1In+ 1)1 =1

Etapa de verificare am facut-o deja, ramine deci s& efectudm
etapa 1l.
Fie
Sp=1-114+22l+ .+ ko kl=(k+ 1) - 1.
Vom arata ca
Shyy=1-11+2- 214+ ot h-kl+ (k+ 1) (k+ 1) = (k+2)! —1.
In adevar, avem

Shar = S+ (k+ 1) (k+ 1)1 = [(k+ D)1= 1]+ (k + 1)+ (k+ 1)1 =
=k+MNMNFk+)—1=k+ D) k+2)—1=1(k42)1—1
10. Indicatie. S& notdm membrul din stinga al inegalitatii cv Sy.
1° 85, = 7 _ 14 > 13 , prin urmare, pentru n-= 2 inegalitatea
" 12 24 24
este. adeviarata.

2° Fie Sp> ;—z pentru un anumit k.

. - ' . 13
Sa demonstram ¢d in acest caz §1 Spy; > o Avem

11 1
S=——— — wee s
vttt

1 1 1 1 1

b"*""k+2+k+3+'"+2k+2k+1+21f+2
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Comparind pe S si Spyy, avem

1
Skpr — Sp=— + ! *'—1—-= ! ! -1 =
2k+1 2k+2 k41 264+1 2k4+1) k41
=2(k+1)+2k—|—1——4k-—2_ 1

2k + 1) (2k + 1) 20k + 1) (2k + 1)
Pentru orice numar natural k, membrul din dreapta al ultimei
1

egalitati, adica

este pozitiv.
20k + 1) (2k + 1) postt

Deci Spyy > Sp.
. 13 . 13
Insd Sy > — deci si Spy, > —.
2% 24
11. Etapa I. (@ + b)! = a' + C} a% = a + b;
(a + 6)%2=a% + Ciab + C3 b% = a® + 2ab + b2

Etapa II. Va trebui sa ardtim cd pentru fa45)"*! vom avea

n+l _  n+l 1 : - : —3
(@45)" = a™*!  CL L @O a T RO, VTRt
k—1 n—k — -~ —
+ Cn+1 an +2 bk l+ C’;+1 a’ k41 bk + Cﬁ:}__i an k bk+l-|-,..+
+ Chyyab™ + Cptl ot

Dar (a+b)n+1 = (a + b)7 b), deci i i
et b) 5 o gisi ( )" (a+b), deci vom inmulti pe (a4 5)" cu

(a™+Cpa" b+ C2 a™ B2 4 € a" P BB 4 ChTY g et
+ Cﬁan—k bk +'kcﬁ+1 an—k—l bh+1+ ek C:'l—l ab"—l—!— Cnn bn) (a+b)

(@a+b)" ' =a" £ CLa" b4 2" B4 CP a2 L
+ C}:t—l @Rt gy Cﬁ amv L ko Cfl+1 R PRI 4
4+ Cr @ B CRab™ + a™b + Ch a™Th B2 4 €2 a2 B3 4
o O QTR R O g M e - O

Adunind si grupind termenii asemenea, avem
(a4 b)"* = a4 () +1)a™b+ (C2 4+ Cl)a" 02 + (C &
+ CR)a" b f A (CE A CET) av R (Ch Y
+ CR)a TR B L (G4 ) ab® 4 O b,
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Dar, in baza formulei de descompunere a combindrilor, putem
scrie

CL+1=Cld Co= ), cact: Ch = Ch + C°
C: 4+ CL=Chyy

Ci + Ci = sz+1

Cht C = Ch

oh*t 4 = ot

si avem: C] = Cﬁi},

deci

(@t )" =a®* 4 CL, a™b + Ch a4 G d TRt
i - 1 1 1

G Ok @R gk gl g TR L O ab™ - T O

Deci am demonstrat ca formula binomului lui Newton pentru
(¢ -+ b)" este valabila pentru orice n.

12. Etapa 1. Pentru n = 1 avem &} - b — (a;b,)? = 0, deci
velafia este verificatd.

Etapa II. Va trebui s ardtim ci daca relatia este verificatd
pentru n, ea este verificatd si pentru n + 1.

Bin 1) = (o} + a3+ oo 4 af + @) (51 85+t Ot biy) -
—~ (ay by + azby + «oo + anby + anu bay)® > 0.
Dar putem scrie
Ein+1) = (a4 a2+ ...+ ad) (b]+ 83+ .o+ B2) +anyy (b7 +
PR 0R) HbE (@ ap) Fagyy by — (@bt
Fagbyt eeetanbn)2—2a, 41 by yy (@bt agbyt b anb,)—apny by
Efn+41)=[(al+as+ ...+ ad) (b7 + 85+ .t by) — (arb +
o+ agby 4 e+ ayb)2] [ adg (7 + 05+ oo B5) 4 by (af +
a4 o ad) — 2a,,q by (aby + aghy + 4 a,0,))
Observam insd ca expresia din prima parantezd mare este tocmai
E (n), iar cea din a doua parantezd mare se poate scrie ca o sumi de
pairate. asa cd avem
E(n 4 1) = E(n) + [(a16n41 = angs b1)" + (3641 — a1 b5)" +
S S (anbn_,_1 — A, bn)2].
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Intrucit despre E(n) s-a presupus cid este > 0, iar expresia din
paranteza mare fiind o sumi de patrate este tot pozitivi, rezulta ca
vom avea cu atit mai mult si

E(n + 1) >0,

deci am demonstrat ci inegalitatea lui Buneakovski este adevirati
pentru orice numdr nr intreg si pozitiv,

Capitolul II
DIVIZIBILITATEA NUMERELOR

5. Indicatie. Notind cifra zecilor cu z si cifra unitdtilor cu u,
putem scrie

N =100a + (102 + u) = m4& + (10 2 + u);
insa : :
102 4 u = (82 + 22) + u = 8z + (22 + u) = m & + (22 + u),

deci trebuie ca 2z+4u sa fie divizibil cu 4.

6. Indicatie. Se va proceda in mod analog ca in problema pre-
cedenta.

7. Indicatic. Un numar care nu e divizibil cu 3 poate fi de forma
N = m3 + 1.

Ridicind la patrat, avem

N2 = (m3 + 1)2 = M3 + 1.

8. Indicatie. Se va observa cd un numir nedivizibil cu 5 poate
avea una din formele

mb 4+ 1 sau m5 + 2.

9. Indicatie. Un numir nedivizibil cu 7 poate avea una din for-
mele

m? +1; m7 4+ 2; m7 4+ 3.
10. Indicatie. Dupa problema 8 avem
a® = m5 4+ 1, de unde a* = m5 + 1.
Atunci, dacd 4 si B sint doud numere nedivizibile prin 5, avem

At =mbs + 1

Co44 _ B4 —
‘Bt m5 + 1} deci A B mb5.

11. Indicatie. Dupad problema 9, avem
a® = m7 + 1 de unde a® = m7 + 1.

Atunci, considerind doud rumere A si B nedivizibile prin 7,
avem
A = m7 + 1

A8 _ R —
B6:m7+1}de01A B m7.
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12. Indicafie. Se inlocuieste pe rind n cu M3, M3 + 1, M3 —1si
e aratd cd totdeauna din E = n (2n% 4 %), unul din factori, n sau
2n? + 1, devine M3,

18. Indicatie. Punem »n = 2n° 4 1, k = 2k’+4+ 1. Expresia

devine ;E = 4 (n (n° 4 1) 4+ k’(k" + 1)]; expresia din paranteza
pitratd iiind M2, avem E = Ma8.

14. Indicatie. Numirul n fiind cu sot, putem pune n = 2k si
atunci avem

g E; = n (n® + 4) = 2k (4k* + &) = 8k (k* + 1) = multiplu de 8;
] n (n* — &) = 2k (4k* — 4) = 8k (K% — 1) = multiplu de 8;
¥ B, = n (n® + 20) = 2k (4k® + 20) = 8k (k* + 5) = multiplu de 8;
. E, = n (n® — 20} = 2k (4k% — 20) = 8k (k2 — 5) = multiplu de 8.

15. Indicatie. Observam cd 512 = 2%, iar expresia consideratd
se poate scrie succesiv:

5
I

I

E=n3 (n*—1} — (n*—1) = (n® —1) (n*—1) = (n*+1) (n2—1)2 =
= (nt + 1) (n?2 + 1)2 (2 — 1)2
-sau. in sfirsit

B=m*+1)(n?+1) (24 1) (n+1)(n+ 1) (n—1) (n—1).

Numairul » liind prin ipotezd firad sot, n* si n? sint la fel fard
so}, deci cei sapte factori scrisi mai sus sint toti cu sot.

Pe linga aceasta, unul din factorii n-41 sau n—1 este divizibi}
= cu & = 22, si intrucit acesti doi factori 'figureazé fiecare de doui ori,
—-avem, in definitiv

E = multiplu de 2° = multiplu de 512.

Divizibilitatea polinoamelor

A 8. 225 — 3a% — 423 + 22 — 3z -+ 1; K = — 6. 9. 327 4 4a® +
-+ i3x5_ + 6z — 42% — 2¥ 4+ 3. R= — 4, 10. Indicatie. Se va
fmpérti polinomul prin (z—1), citul tot prin (z—1) si rezultatul din

‘nou prin (z—1). R. 2% — o + 1. 11. z— 3. 12, Indicatic. & —

z— 1
L= ot — gl ogn=? o — 1

» .
LB et b — 1) ot 4 (n— 2) e .t 20 1L
(z — 1)?
. L Pla) 2 : -
13. Indicatie. —=- = n* "L — (p* 4 20 — 1) 2" + 22" 1 4
x—1
oot 220 L 4 22 4 1.
@ pean 20 — 1) ant — (20 — 3) an=? —
(x — 1)?
— (2n — 5) 2% — . — 3z — 1 etc.

17 — Algebra cl. a X-a reala 257



P (z)

14. m = 9; n= 13; p = 12;
Q (2)

= z 4 3.

16. a = — 2; b = 3.

16. Indicatie. Aplicind de doud ori schema lui Horner se gliseste
A=2n; B=—2(n+1)..

Atunci avem

P(z)=2na" — 2 (n + 1) 2" + 2 = 2[n2™? — (n + 1) 2"+1]
si impértind de doud ori cu (z — 1), gdsim

ﬂa% = 2(na" — (2" + 2" 24 .+ 2+ 1))
r —
Plx) _ - - n-3 2.1 9 1]
—— =2 |n" 4+ (n—1) 2" 2+t (n—2)x 4 eee + 3224 224 11
(z—1)*

17. R. a=3; b=0; ¢ = — 3.

18. Indicatie. Fie:

f(z) = aga® + a, 2" + a2V % + . + ap 2z - an. (1)

Putem scrie
2 = an + anoy 22+ anoy 22+ .
+ z {@ney + Gng 2%+ apog 2+ L) (11
adica:
1(z) = P(2®) + z-Q(a?), (2)

unde P(x?) si Q(2?) sint polinoame intregi /in raport cu a*. i
Notam z* = ¢t si impidrtim P(z) si Q(¢) prin !+ 1; se va gasi

Plt) = (t+1)Py) + P —1) (3)

Q) = (t 4 1):Q,(t) + 0 (= 1), (31

unde P;(t) si Q,(¢) mseamnd nisie polinoame* intregi in raport cu 4
inlocuind din nou - = 2%, avem

P(z¥) = o+ 1)-Py (&%) + P( — 1) )

Q(a?) = (2% + 1)-Q; (2%) + Q( — 1) (&)

saun inlocuind in velatia (2)

flz) = [(@® + 1)« Py (a®) + P(— 1))+ al(2® + 1)+Q,y(a?) + Q(— 1)] (5)
(@) = (22 4+ 1) [P. (28 + 2-Qy (&) ]+ TP (— 1)+ 2-Q(—1)]. (6)

Din relatia (6) se vede ca restuli are torma

.

R=P(—1) + z:0( — 1) )
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Deci restul impartirii tui f(=) prin! 2241 se obtine inlocuind pe
22 prin —1 in cele doud polinoame:

P(z?) = ay + ap_y 2% + an-y 2* + .. (8)
Q(a%) = ap_y + an_g 2% 4 ap_g 2* +... (8%

ceea ce revine la a inlocui mn f(z):
pe z#® cu 4 1; z¥*2 cu — 1; 2%F+ cu z; 2273 cu — 2.
De exemplu, restul impartirii polinomului

@t + @,2° + ay2® + azz + a, prin 23 4 1

- esle

ao—a2+a4+x(—a,+a3)

19.3.20. A = 3; B = — 4.

Capitolul III
CEL MAI MARE DIVIZOR COMUN AL NUMERELOR

4. De doua ori mai mic. 8. 504. 10. Peste 19 800 de zile. 11. 360.
12. 301 oud. 13. Avem

a =b1+n Dar(a;b)=r2=5
b6 =r-3+4r, Gisim atunci
o= rye2 r,=10; b= 35; a = 45,

14. a = 6 336, b = 522. 15. Indicatie. Fie n 1 n+ 1 cele dcua
numere. Orice divizor comun al acestor numere divide si diferenia
lor: (n 4+ 1) — n, adicd pe 1. Deci acest divizor nu poate fi decit 1;
deci numerele sint prime intre ele. 16. Indicatie. Dacd numerele a sid
sint amindoud f&rd sot, suma si diferenta lor sint cu sot, si, admi-
tind divizorul 2, nu sint numere prime intre ele. Deci pentru ca
suma si diferenta sd fie prime intre ele, trebuie ca din cele doui
numere unu!l s fie cu sot si unul firad sot, de exemplu 5 si 12.

17. Indicapie. Dacd a + b6 $1 ab ar avea un factor comun prim,
acela, divizind produsul ab, trebuie s divida si unul din factori,
de exemplu pe a; acel factor comun, divizind suma a + b si pe a,
adicd pe unul din termeni, trebuie si dividd si pe al doilea, adici
pe b; rezultd atunci ¢ a si b nu sint prime intre ele, ceea ce e
contrar ipotezei. Rimine atunci ¢ a + b si ab sint prime intre ele.

~ Se demonstreazd in mod analog ci a — b si ab sint de asemenea
prime intre ele.

18. /ndicagie. Cele trei numere, fiind consecutive, cel putin unul

din ele este cu sof, si, la fel, unul din ele este divizibil cu 3; deci
produsul este divizibil prin 2.3,-adicd prin 6. 19. Vezi problema 18.
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20. Indicatie. Fie E = n(n + 1) (2n + 1), n {n 4+ 1)e totdeauna
divizibil cu 2; numéarui n, impartit la 8, poate da resturile 0,1 sau 2,
adica n poate fi M3, M3 + 1 sau M3 4 2.

Vom avea

daca n = M3, rezultd ca E fiind si M2 si M3, este M6;
dacd n = M3 4 1, atunci 2n + 1 = M3 i E = M6;
dacd n = M3 + 2, atunci n + 1 = M3si E = MB6.

21. Indicatie. Fie produsul £ = n(n + 1) (n 4- 2), unde n este un
numdr natural oarecare mai mare decit 1.

Deoarece 24 = 83, iar 8 si 3 sint numere prime intre ele, con-
ditia necesard si suficientd ca un numar sa fie divizibil cu 24 este ca
el sa fie divizibil atit cu 8, cit si cu 3. Deci, deoarece produsul a
trei numere consecutive este oricind divizibi® cu 3, produsul E va {i
divizibil cu 24 atunci si numai atunci cind este divizibil cu 8.

Vom deosebi acum doua cazuri, dupa cum n este par sau impar.

Cazul I: n este par, adicd n = 2k, in ace t caz putem scrie

n(n + 2) = 2k (2k + 2) = &k (k + 1) : 8 deci 5i E : 8.

Cazul 11: n este impar, in acest caz s n -+ 2 va fi umpar, deci
va trebui sd avem n 4+ 1 = 8K sau n = 8K — 1.

In concluzie:

E = n{n+ 1) (n + 2) e divizibil cu 24 cind
n = 2k (numdr par) exemple: 4,5,6; 8,9,10
sau:

n = 8k — 1, exemple: 7,8,9; 1516,17 etc.

22. Indicatie. 1° Fata de divizorul 6, numerele naturale pot fi
reprezentate prin expresiile

6n, 6n + 1, 6n 4+ 2,60 + 3, 6n + &, 6n + 5,

unde n este un numar intreg oarecare sau zero.

Dintre acestea, cele de forma 6n, 6n 4+ 2, 6a -+ 3, 6n 4+ & nu
pot fi prime, cadci au ca divizor sau pe 2 sau pe 3; deci numerele
prime vor fi cuprinse in formele 6n 4+ 1 si 6n 4 5 care se mai poate
scrie 6n 4+ 6—1. adicd 6n’— 1. Deci orice numir prim e de forma
on 4+ 1.

2° Reciproca nu mai e adevaratd, pentru ci expresia de forma
6n + 1 cuprinde nu numai numerele prime absolute, ci toate nume-
rele prime cu 2 si 3 si care pot fi divizibile prin 5,7, 11... etc., de
exemplu: 25, 35, 49, 55, 65, 77, 85, 91, 95 etc.

28. Indicarie. Un numar fara sot este de forma 4n + 1; deci
avem

M&=(4"i1)2=16n2ﬂ:8n+1=8 -2nz:|:n)+1—M3'+1§i
. N*— 1= (M8 + 1) — 1, deci este MS8.
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24. Indicatie. Am vizut, intr-o problemd precevdex;gﬁ cd orice
pumir prim, afara de 2 si 3, e de forma 62 + 1,asacd a

N2 = (6n + 1)2 = 36n% + 12n + 1 = 12n (3n £ 1) + 1,
N2 — 1 = 12n (3n £ 1).

insd din cei doi factori n si 3n =+ 1’, unul e cu sot, deci avem
N2 — 1 = M25.

95. Indicatie. Putem scrie
a® + b2 = (a + b) (a + b) — 2ab.

. . . . 2 2
in baza acestei egalitati, orice dnl;lzor care divide pe a® + b
i buie sa divida si pe 2ab. )
5 peir(&rzl‘-cili);) ;rsei b, prin ipotezd, sint prime intre ele, ibn lnga \rx:l’z;
robleme preceflente, suma lor a + b st prqdwul lor1 a 25;} cgmun
}i)ntre ele, deci numai 2 ar putea fi singurul divizor al lui 2ab,
'y 2 «f b. ] . i
pentxil:‘ ao::or.lt:llbxzi(s-zl ?iaté a si b sint prime Intre ele, sumele a —: 127
i a- bsint sau’ prime intre ele, sau admit cg\ d1v1zor.comunb ;—)_ 13:
* Deexemplu,dacéa=8,b=5;a2+b=8951a+ =
sint prime intre ele;

a=29, b=25; a2+b2=106,a+b=1lzaucadivizorpe 2.

Cel mai mare divizor comun ai polinsamelor

—1)2 2).
2 — 1.3.1. 4. 2+ z+1.5. (z—1) (z+
6 1'—|—:c1—)‘; (1le ic)a 7.7:;1)3. 8. Indicatie. Conform enuntului, gven}
it (x— A si f(b) = B. “Restul impartirii lui f(z) prin pro l}cSI;n
f((xa)——;) (x — b) este un polinom de gradul I, de forma pz+ ¢, §1 pute
scrie identitatea impirtirii cu rest

flz) = (z — a) (& — b)-Q(2) + pz + ¢ (1)

. . . < orin b
in aceasta identitate, inlocuim succesiv pe prin e si prin o;

obtinem A= pa g ‘ (?
. B = pb + q. . (3)
Pentru a afla pe p si ¢, rezolvdm sistemul format de ecuatiile -

(2) si (3).
Se géseste

_A-8 _ba—db )
p= a—b ’ a—2>b
iar restul ciutat va avea forma
A— B +Ba—Ab=
R=px+q=———————a~—b x P
=f4_z__——___A_b+M=A_x_—:_lz+Bx—a.
a—b a— b a—b b—a
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9. Restul = Px + g = 115 z — 295,

10. Indicagic. Resty o i
#ie. Rest un polinom de gradul II. de f 2
+ nz + p, coeficientii m, n st p fiind dati de sis’ter?lu(lmc?ea gfl:ﬁaﬁ
A=ma“+na+p '
B = mb® + nb + p
C me? + nc - De
Rezolving sistemul, restul se va putea pune sub forma urmiitoar v
A(x-—b) (x — ¢) O
(@ — b) (a — ¢)

B‘(Z_c)(x-—a) +C(x—a}ix—o).
—c) (b — g fc — a) (¢ — b)

. 14, Indicasie. P(1) = 0, P(2) = : ivigihi ;
si (x — 2) i deci prin pI‘Oduéu] gz):f),(ge.c_l g)lelZlbll prin (z — 1)‘

P (x)
(2 — gy (B— 1)1 4
z—2 (@ )2n l+m = (x — 2)#n-1 (x—'l)"‘l-b

tle—1m2 4 4z — 1) + 1, apo.

_Pl@ (e gy -.
T T L ST,

adici fin fine:
Pz
@—2) (z —1)
=z =202 — (g — g)an-s 4 (4 gians _ Wiz —2) 1] 4 :

TUE = b (o~ ajns o (p gpnee + (@ — 1) + 1]. §

15. Indicatie. £(0) = 0: f( — 1) — 0. 1 :
(0) A 1)—0.7(—;)-—-0, deci polino-‘

mu € “npa] te Sepalat prin z, z i 1’ z J sau 2z i 1: dec‘ §t b,

prin produsul z (z + 1)(22 + 1),
S& caleuldm eitul

&) _ fe+1pm—1 1
@ etn—1 T TI=leh My gy qjens g ]
+...+(x+1).|_1_ 2n-1 __ < :
ACIR ons : :
st F T e gy

xzn‘l..’_ 1
z 41
(@ + 1) + 1 — (g2 _ Lones oo =z 1]

+ (z+1) +1—

=fe g g g
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Impéartind in fine cu 2z + 1 = (z 4+ 1) + =z, avem

f (2) _ (@ 1)z gan2 (g 4 4)2o8 4 203
CZ(z+1) (22 4+ 1) (z+ 1)+ 2 (+1) + =

(z 4 1)t _ gon-a @+ 1>+, (2+1P—2
(@+1) + = @+1) +2 (z+1) +=

_’_M etc.
(#+1) + = -

16. Indicatie. Dacad inlocuim pe e prin —b, rezultatul este zero
si deci polinomul este divizibil prin @ -+ 4. In mod analog, polinomul
fiind simetric in raport cu a, b, ¢, este divizibil si prin & 4 ¢ si prin
¢ -+ a, deci polinomul este divizibil prin produsul (a+b)(d4-c¢)(c+a).

Pentru n = 3, avem

a+b+cB—a =8 —B=3(+c)(c+ a)(a+ d).

Pentru n = 5, avem
@a+b6+¢)f—a®— b — =

=5(b4c¢) (c+ a) (a+ b) (a2 + b2 & % + be + ca + ab).

18. Indicatie. Vom folosi teorema Ilui Bézout, metoda coefi-
cientilor nedeterminati si proprietdtile polinoamelor omogene si
simetrice.

22, Indicatie. Inlocuim pe z cu — (y + z) si obtinem
E=(—y—z+y (y+s3) (z—y—2 —(y+2 yz=
=l—3ly+a(—y —ysly+z=yzsly+2 —ys(y+32=0.

Dacd notdm z 4+ y 4 3 = s, expresia se poate scrie

E=(s—1z (s—a) (s—y +ayz=5— (x4 y +2)s°+

+ (2y + yz + z2)s — 2yz + 2ys = — B (2y + yz + z2)s =
= (zy + yz +22) (z + y + 2).

Decicitul este zy + yz + zz.

Capitolul IV
NUMERE COMPLEXE

Li)a=b=1,2a=4% b=3a=—3b=—4

2. 2= 2, y=3, 2)$=i:y=
a

8.11i; 21 —V2); 4+3V3+i(3V2—2V6).

wl
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b)

4. 10 (&i — 1), 5. 10(4 — 1). 10. 2 (5 + J1086);
az + bz

- ‘ —1 3
11.16. 12, @) 1;6) 7~ (1 + ¥ 3). 13. ¢) — +2l L

4—5i)2 2aV%
11 ’c)ld) 2+b+as+b’e)"‘lo
14, a) cos 2a + ¢ sin 2a; b) 22— 5, .
318

1, 1. — 14 52
15, — —+ —i 16— 2 °% — 10, 40:
: 5 2 50 + —n 10— .
18. o) i[V3+V1—3_
2

50 17 17
,Vﬂ];uim-ﬁ);
2
19.a) £ (34 2i); 6) £——(3+4). 20 - 03
e 3+ 3 -a)iV§(1+?),

b) + 7%(]/—3 +9). 2L, 4+ (3 — 2i).
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Exercitii (p. 160)

1.1) cos-z:- +isin = 2, 1) 1.

134

. 3 . . 3m —
2) cos — 4 isin = N3
- sin > 2) Vio £ 2y3 + i (Y5 — 1)
27 L. 2 — T =
3) cos-g— + isin —:3 3) l (V3 + 1)+ V10 = 273]
' . —
4) 2 (cos -G—,Lzsm%) 4) V3 + i,

5) 3 (cos Z tisin &)
6 6

Exercitii (p. 175)

. 1 — N
1. i 2 ;(V3+ .3, 2120 + 4. 4.16 (1 + 113).

bi (6a% — 2b?) 1

5, — 5 41 L‘é . 6. Indicatie. Punind z° = z, avem iz $
+ (2 - t)z — 1 — { = 0. Rezolvind ecuatia, obtinem

L — 1 — 1 .
2’ = ——= =1 + i; 2 = — ; inlocuind, vom avea
i

- i
=E(1+z), a;z=—£22(1+i),

g = V1+V2 VVZ-—-l ___V1+Y_2_ VV?:i'

7. 28[cos( — 7 + ¢ sin { — w)]. 8. 2 (cos Eq--}-isin %}

57

9, 282=2 [cos (21:1: + ) + isin (21:1: + ?)]

10. x==2(cos-2—:—7—‘ + ¢ smn zig—t),k=0,1,2,3.

11. Radacinile de ordinul n al‘e unitatii se obtin rezolvind ecuatia
binoma z" = 1 gi sint date de zy = cos—&c + @ sin i (k =
=0,1,2,..,n — 1). " "

12, 3 4 2igi b — 1. 18, £ (1 4+ 2§), + 1. 16.sinaf cosa=
= cos (90° — @) + ¢ sin (90° — «). 17. 4 = — 1—15. 18. B= — 1.

19, 2= — 2 mo20 32 (Y3 —1) = (F3+ 1))
n{n 4+ 1

21. Indicapie. tolosim expresia {1 -.{- i)*, pe care o vom dezvolta
algebnc si trigonometric.

M4 gn=1+Che —C=Chi+ Ch +

n
— .. n Z ..
si(1+i)"=[V2(cosﬁ-;-zsm—ﬂ—n = 2 (cos'ﬂ—l—zsm'f).
4 4 & 4

Egalind aceste doud dezvoltari si scriind ca partile reaie sint
egale gl partile imaginare de asemenea. avem

n
. 5 5 nw
S =1—Ci+Cy —Cp + ... =2%cos =~
= nw
S, = Cﬁ,—Ci+Ci-C;’,+...=2)‘smzﬂ
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22. Indicatie. Din exercitiul precedent se poate scrie, dupi
notatia noastra :

n

s

2 2
Sp — Sy =2 cos’;—“; Sy — Sy=2 sin';—“-

Din dezvoltarea lui

(@+ 6" =an + CLa™1bh + C% an-2b% 4 ... + CT ", in care
facem a = 1 si b = 1, putem scrie

Sy + S + Sy + S = 21,

iar daci a = 1§81 b = — 1, gisim ci
S§1 4+ S3 = 8§ + §, = 271, dar din relatiile
S + §, = 2n-1 Sy + Sy = 2n-1
r si n
2 nm 2 . nw
So — 8, =2 cosl*— § — S =2 sin—

putem sd demonstrim relatiile date.
28. Indicatie. Folosim identitatea evidentd
(z — 24) (52 — 33) + (2 — 2y) (33 — 23) + (2 — 23) (Zl“zz) = 0. (1)

.. Triunghiul ABC fiind echilateral si z,, z,, 2, fiind afixele virfu-
rilor 4, B, C, avem

2 — 25l = |2, — 25| = |25 — 5| (2)
Vom avea atunci, spre exemplu
'Z*—le‘lzz—23l<lz—22]'|Z3—ZII+IZ—-23!'121—221 (3)

si tinind cont de relatia (2) obtinem inegalitatea

2 =5 |<lz — 2|+ |2 — 25 (4)
sau ‘
PA < PB + PC. (5)
In mod analeg putem obtine
PB< PC + P4 (6)
PC< P4+ PB (7)

deci segmentele PA, PB, PC, satisficind inegalititile fundamentale
ale laturilor unui triunghi, pot forma un triunghi.

£66

24, Indicatie. Aplicind formula lui Moivre, avem
(cos a +i sin «)® = cos®> & — 3 cos « sin® « +
4+ i (3 cos? a sin « — sin® «); gisim sin 30 = — & sind « 4 3 sin «.

. T [O] . « . (0]
Inlocuind aici pe « cu 3 avem ecuatia care da pe sin g = z,

daca sin & = a, 42% — 3z 4+ a = 0.
Pentru sin 2 = y, gasim in mod analog
A
16y (1 — %) (1 — 222 — ® =0,
. . (&) - .
iar pentru sin 5—= z, gasim

16z — 2028 + 5z — a = 0.

25. In mod analog se vor gisi ecuatiile, dacd cos @ = b

pentru cos ;—’-= x, 4z’ — 3z — b = 0;
pentru cos %: ¥, 8yt — 842+ 1 — b = 03
pentru cos ? = z, 16z° — 20z° 4- 52 — b = 0.

26. Indicatie. Efectuind inmultirea, avem
{a + bi) (z 4 yi) = (az — by) + i(bz + ay).

Se stie ca la inmultirea a doud numere complexe, argumentul
produsului = suma argumentelor. deci

arg (a + bi) (z + yi) = arg (a + bi) + arg (z + yi).

. b
Dar arg (a + bi) = arc tg —

arg (z + yi) = arc tgi’-

arg (a + bi) (z + yi) = arc tg —=
deci, inlocuind, avem
arctg—b——l- arc tg—'l—/- = arc ig
a %
adicé chiar relatia de demonstrat.
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27. Indicatie. Al treilea virf va fi z =

z 4 iy. Scriem ci laturile
stnt egale, dacd modulele vor fi egale

12— z|=1z— 2=z — z|
ceea ce se mai poate scrie, avind
B =152, =24 i; 2= z + iy, astfel
lz =1+ yl=] (@—=2)+i(y—1) =11+ il
Stim cdja + bi| = Va® + 52, deci avem
(2 =12+ 4= (@ — 2)2 4 (y — 1)2 = 2.
Problema va avea doua solutii
p3+V3 1-V3
T2 2
3 = 3';V-3+i1 -tV3

28. Indicatie. Pentru ca sa stea corpul in echilibru, volumul apei
dezlocuite de con trebuie s se raporte la volumul conului ca 1 la 0,5.

a) ln primul caz, volumul apei dezlocuite este acel al unui con
de iniltime z asemenea cu conul de indltime £ = 1m; volumele
acestor doud conuri asemenea se raporti ca si cuburile in&lt{imilor
2 0,5

FZ_V9 5_ 1

adica , @
A3 1 2

Problema se reduce la rezolvarea acestei
natural, la aflarea rddacinii reale.

b) In cazul al doilea, ecuatia problemei va fi

[y =

si in acest caz vom lua radacina reali.

ecuatii binome si,

Capitolul V

RELATII INTRE RADACINI $I COEFICTENTI

1. Rizy =3, 2, = 5, z, = 8. 2. R:zy=2,2z,=3, 2, = 6.
8. Indicatie. Vom nota cele trei radicini «,, #,, z; prin
u—v, u u-+ v,

deci v este ratia progresiei.
Scriind relatiile intre ridicini si coeficienti, avem

S =2 + z + 2, =9 (1)
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Sy = 2,2, + TyTy + Zyxy = 23 (2)
S, = 1,2,%, = 15. (3)
Inlocuind pe #;, z,, 3 cu valorile lor, gisim
3u =9, (&) Din (4) avem imediat
u? — v* = 23, (5) u = 3, pe urmé din

u(u® — v?) = 15. (6) (5) gisimov = + 2.

Pentru radicinile ecuatiei gisim| z, = 1;2, = 3;23= 5

4. d—=315; 2, = 5; @3 = 7; x, = 9. 5. Indicatie. Insemnam,
¥ . ! . ~ ~ . s,
cum am ardtat, cu u — v, u, u + v cele trei ridécini; cele trei relatii
intre radicini si coeficienti ne dav

3u = — 2 (1) Din relatiile (1) si (2) obtinem succesiv
a
b .
2 = ()
3u? — ¥ = — - (2) u= -
“ a oa
d . g b —3ac . 5
w(u? — %) = — - (8) si = ————-——3a2 (5)

Inlocuind in relatia (3) gdsim relatia de conditie
(262 — 9ac) b + 27a%d = 0. (6)

- - . . 2. ~
6. Indicatie. Notam radicinile cu u, ug, ug”; produsul lor ne da
udg* = — ¢, dé unde ug = — { ¢ este una din ridicini, z,.

Inlocuind in ecuatie pe z cu — ¥ ¢, se afld conditia

a®c — b® = 0.
ki 3 3
in cazul ecuatiei numerice, se gdsesc riddcinile 3, -; , -[:-

- 2
7. Indicatie. Conditia din problema scrisd astfel z, = 2,

echivaleaza cu faptul ca radicinile sint in progresie geometrica.

= - Zy+ 23
8. Indicatie. Conditia din problema, scrisa sub forma z, = Y
echivaleaza cu faptul ci ridicinile sint in progresie ariimeticd.
Se gaseste a =  1; Ty = 1 % iY_3; zg = 1
a= —2; x1,2=—2:l:V6§ zz = — 2.
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10. Indicatie. Scriem relatiile intre radacini, grupate astfel

b d
(2 + x,) + Ty = — — (1) L1Ta%3 = - —
a a
[
(2 + 2)zy + 213, = - (2) z + z, =s.
. . . b
Din (1) avem imediat Ty = — — — 5,
“@ -
Eliminind apoi intre (2) si (3) pe z, x,, se giseste
b 2 |
s‘-———l—s) + ”—{ﬁ+s)-i= 0
a ) al\la a
care este relatia de conditie.
In cazul ecuatiei numerice, se gaseste xy = — 1 X F oz, =
2.

%y = — 3.

11. Indicatie. Relatiile le grupdm astfel
7
Z + 2y ;= ;—

(2, + z2)z3 + 22y = 0
q9
T1Tyxy = — L
14243 3
Z — z, = 1.
Rezolvim ecuatiile (1) si (4) in raport cu z; Si z,

si punind z, = ,

inlocuim in ecuatia (2); se gaseste 2712 — 42 — 40 — 0.
Rezolvind ecuatia (6)

Zy S1 q.
. 2
Se gaseste T =2 23=1, zz=— =14
3
. 5 4 20 400
si T ==, Ty =—— g, = s = .
9" 7 9" T g 243 }
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, aflim pe ¢, respectiv pe z,, pe urm . z,3

12. Indicatie. Scriem cele trei relatii cunoscute, plus relatia

" sup! imentard

i 1
2tz F 2= — — (1)
a
c
z(2y + z3) + zpz3= —; (2)
4 (3
T1Zopky = ~— —
a
&, = Z, + Zg. (&}
b .
b . __ b 5
Din (1) si (4 avem z, = — 5 (B5) si xy+ z3= e {
intocuind acestea in (2) si (3), gdsim
[ . 2d 6
¢ = —
ToZy = — — ',:;‘z' 16)  §1 zyx, >

Egalind aceste valori, gasim relatia de conditie

% — 4abe + 8a2d= 0

Dac3 aceastd conditie e indeplinita, polinomul aa3+ba®+4cxtd

e divizibil cu z — z, = = + L2 si avem identitatea az® -+ bz? +
2

a
b b i bZJ
= — - —z 4+ c— —
+ cx + a=(:c+2a’ (ax + > a
i ecuatia e rezolvata. )
; n cazul ecuatiilor numerice, avem
pentru 2% — 22% — z 4 2 = 0, radicinile | 2, =132, =2; z,=—1

si pentru 362% — 122* — 5z +

1 1 . x 1 -
== e P, = -3 3= —
+ 1 = 0, radicinile BT RT 3

13, Indicagie. Avem relatiile

T, + Ty f 2= 0 {1
T &y + Zg) + zyzy = p (2)
Zy(Tys) = —q . @

%, = ZyTq. (&)
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in (3) i (4) a\:em n=+V—¢ (5 ; L Zpzy =+ = g. (59 s
Din (1) avem x, 4+ z, = q:V— q (6)
far din (2) scoatem z,z, = p' — ¢, (6%) ]

Egaltnd (5°) cu (6) avem relatia de conditie

(P—=1F+g=09 |

Pentru ecuatia numerici avem
u‘x“—-—Gx—‘lgE(x+2)(xz—2z—2). (8
14. Gésim pentru A doua solutii M =64, = — 6,
Pentru A = 6 avem ridicinile 1;2 si - 3,
iar pentra A = — 6 avem rddaicinile — 1; —2 si + 3.
15. Indicate. Avem relatiile ,
8

2y + z2 + Lo == — =
3 3 (1)
Ty + 23) + Tyzy = 3 @
3
TyXy Ty = — 2 )
1 1
T, = _ } —.
Zs Zg (4)

Retlatia (4) se mai poate serie 3oy - z, +
sau, tinind cont de (3), Zy + xy3 = —2, )
Ecuatia (1) ne da

z3 (5)
(6)
8 8
Ly == - — — = — — . 2
1 3 (Zy + z3) = 3‘5‘2, z,.=-—3-. (7)

Ducind aceasta valoare m (3), gasim ZaZy = 3. (8)

Astfel c& utilizind numai ccuatiile (1), (3) si (4), am obtinut

a:,=—-2; (0 2yt 2= =2 (6); 202, = 3. ®)
Putem verifica, pentru aceste valori, ci satisfac ecuatia (2)

zy(zy + z4) + x213—‘-——) —2)+3=- +3= 13,
Ecuatia propusa e deci rezolvati: una din radacini este

l 2
T = — —
3

—_— 1
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s

iar celelalte doud z,, zs sint riddécinile ecuatiei z® + 2z 4 3 == 04

Avem Ty = —1 4 V2

Gisim identitatea 323+ 822+ 13z 4 ¢=(3z + 2) (2% 3 2z + 3).
17. 2, = 23 = V_ L gy = — 2 V_ P . relatia de condilie
3’ 3 ,

este ap3 + 27¢% = 0.
18. Indicatie. Vom nota rdddcinile astfel
x, = U — 30; T, = U — V; x3=u+v;x4=u+Sv.

Vom scrie cele patru relatii intre rdddcini si coeficienti in modul
urmator

= (2, + x4 + (23 + x5 =4 ]
52 = (2, + z) (%y + z3) + 2124 + 2pxy = — 34 (2)
S, = (@ + %y Tty + BTy (T + @) = — @ (3)
S, = (zy2y) (xyx3) = b. (&)
Inlocuind pe u si v, aceste relatii devin
bu = 4 (1)
Qu- 2u 4 u?— 9?4 u? — ¥ = — 3% (27
2u (u? — %) + 2ufu? — %) = —a (3"
(w? — v2) (u® — %) = b. (&"
Din (1’) avem u =1 (5), lar (2’) se poate scrie 6ul— 100 = — 34,
de unde 1002 = 6u? + 34 = 6 + 34 = 40, deciv = + 2. (6)
Din (37) avem
2(1 — &) + 2 (1 — 36) = — ade unde a = 76. (7)
Din (4’) avem
{1 — 4) (1 — 36) = b de unde b = 103. (8)
Cele patru radicini vor fi —5, —1,3 si 7sau 7,3, — 1 si— 5.

19. Indicatie. Metoda I. Insemndm cu o primui termen si cu r
ratia progresiei; radicinile sint o, « + 7, o« + 2r, « 4 3r.

Prima relatie intre ridicini si coeficienii ne da

20 4 3r = 5. ()

A doua relatie ne va da
602 - 18ar + 1172 = 35, (2)
18 —Algebra cl. X-a reald ) 273



Rezolvind sistemul format de ecuatiile (1) si (2) se giseste
oo =1;r =1si %y =4, ry= —1,

Cele patru rddicini sint
1,2,38, 4 sau 4, 3, 2,1, ceea ce e totuna.

Metoda II. Se pot insemna cele patru rddacini, pentru motive ‘,

de simetrie, cum am maij ardatat, cu

u—3v,u—v, u+v, u-t 3w
20. a = — 15 si rddacinile — 1;1; 3; 5.

21. Indicatie. Notam radacinile cu =, 2 4 ygs.
qs
Produsul lor este ut = 3 _ 4, deci u? = 2sau u = J2
- .

Celelalte relatii ne dau

(F+ 3+ (o = (7+ %) (o+ i}:";

q
1 15 27
¢ + — este dat de ecuatia 22 — —— ; } 22 — o
. YK -+ . , de unde vom
. 1 3
gisi g+ — = _— ,carenedi g =} 2 siqgy, = —.
. T2 : TR

1

Riadicinile sint —,1,2,4 |,
2

term?r?a;;{.ndimm. Metoda I. Vom folosi metoda coeficientilor nede-
Scriem identitatea
x4+12x—551x2——2z+1)(x2+ua:-l-—B). 1)
Identificind, se giseste « = 2, B=—1,A=35,
Relatia (1) se scrie atunci
x4+12x—55(x2—2z+5)(x2+2x-1). (2)
Cele patru rddicini vor fi date de cele dous trinoame de gradul I1.

Metoda a II-a. Scriem relatiile int adacini si ficienti
forma urmitoare vitle intre ridacini si coelicienti sub

(@1 + zp) + (23 + 2 = 0 (1)
(z, + zy) (x5 + z,) + %y + zgzy = 0 (2)
(2, + =) 292, + 6z, (x3 + zg) = — 12 (3)
(xlxz) (2a2q) = — & : (4)
o+ oz, =2 (5)
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(6)

Din (1) scoatem z; + 2, = — 2.
(8)

Pe urmi din (2) si (3) aflim @z, =5 (7) $i za2y = — 1.
Cele patru ridicini vor fi date de ecuatiile
22— 22 45 =0sia%+ 22 —1=0
23. Avem z, + 2, = 0si 23 + 2, = — 1.
Se giseste z2, = 181 232, = — 3.
Ecuatia se scrie (22 + 1) (2% 4 & — 3) = 0.
95. Indicatie. Metoda 1. Folosind relatiile intre ridicini si coefi-
cienti, gésim ,

- . L
1)p=6cuecua§iileqz2+2=0§1x~+2x——-3——0, care dau
— =34y
ridicinile 4 1 Vz si 3 .
. 4
2)p=—-9cuecua§iilex2—3x+2=0§1x2—-3—=0.

Metoda a Il-a. Aplicind metoda coeficientilor nedeterminati,
scriem identitatea )
3zt + pad 4 222 4 122 — 8= (32% + az + B) (2% + vz + 2).

Se gaseste
1) 8= —4; a=0; Y=—3; p=—9 si ecuafiile 32 — 4 =10
si 2?2 — 8z 4+ 2= 0.
2)B:_4;m:6;yzo;p=6cuecua§iile3x2+6x—'4=°$i
22 4+ 2 =0.

Se vede ca rezultatele sint aceleasi, cu ambele metode.
926. Se poate lucra sau cu relatiile intre rddacini si coeficienti,
sau cu metoda coeficientilor nedeterminati. ‘
Ridicinile z;, Zy, *3, T4 VOT fi date de ecuatiile >
243z +5=0sia®+3x—1=0.
27. Indicatic. Relatia suplimentard este z,%; = Z3%4.
Din relatiile cunoscute, se gasesle 2,2y = #3%y = + Vd si relatia

de conditie a?d — =0

Sumele z, + 481 x;3 + 2, sint radicinile ecuatiei

2t 4 azx + (b F2Vd) = 0.
Se mai poate folosi, mai ales in cazurile numerice, metoda coefi-
cientilor nedeterminati.
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28, Indicatie. Se poate lucra sau cu relatiile intre rddicini gy

39, Indicatie. Ecuatia fiind
coeficienti, in care se iau relatiile suplimentare

x“—xg(r—l—lxR)—l—'pzx-—Sp:O, 1)
. 4 . . . ) .
T unde r, R, p, S sint elementele unui triunghi oarecare, conform rela
tiilor dintre ridacini si coeficienti, avem

’

sau cu metoda coeficientilor nedeterminati, in care s-ar scrie identi-; Sz, = 4R + 1, (2)
tatea ] o 3
Ay PIEIEN =r5 @
z% + 2az® 4 3b2% — 22 — a = (22 + z + a) ( z* + Bx + -:7—) . ‘ @29y = SP- (4)
29, Indicatie. Metoda I. Se va scrie :dentitatea insi
1
2% — 55z + 21 = (2% + Az + 1) (2 + ex® 4 P + 21). Zxyxy = ZT1l2¥s” E ,:’ o
Identificind, se va gist !
= 8.8 — - 3413 de unde
7\-—--—3,«——-3,{3-—8,11,2—— 9 * ‘ 1_211x2:l)ﬁ=£=1—; (6’
Metoda a II-a. Polinomu! 25 — 55z 4 21 trebuie si fie divizi- | le Ty XyT3 Sp S r
bil cu 22 4 Az + 1, deci restul impdrtirii, care este (A* — 3x% — 54) z + 1 ..
4 (A% — 2% 4 21), trebuie si fie identic nul. Conform unor relatii cunoscute
Deci trebuie si avem Sr o= 4R +r ™
M — 32— 54 =
3 3 ok O},carenede‘ll:—& _1_21. (8)
B2 421 =0 .o T
Citul diviziunii este 2% — Az2 + (A2 — 1) 2 — A3 - 22, 2
Inlocuind pe A cu — 3, avem - s _ s2_pSt_ p-S. )
. 2 Tb e s S
@ — 55z 4+ 21 = (a? — 3z 4+ 1) (2® + 32 + 8z -+ 21). o=
p

80. Indicatie. Notdm cele cinci rdddcini astfel

. 5 ridacini iei sint chiar ry, ry, T¢:
Tyg=u— W5 Ty =U— Uy Ty= Uy = U+ U xp = u+ 2. Se vede atunci clar ci ridicinile ecuatiei sint ¢ a Tor Te
Se giiseste u = 0;5 = 0; ¢ = 0; 4p> — 25r = 0.

31. Inlocuim in ecuatie pe z cu z,, =, si z, si adunim cele trei Radicini duble gi triple
relatii; obtinem }
S3 + pS, + ¢S, + 3r =0,

o relatie de recurentd pentru aflarea lui §,; in functie de S si S,.
O relatie identicd avem si pentru aflarea lui §,.

Sy + pSz + ¢S, + 3rS, = 0.
Gasim treptat

1L oa=2m=m=1%n=2
2.om=3; 2 =a=1 86="2

3 1.
m=—;x1=1§x2=x3=_;'
4

4. Indicatie. In relatiile intre radicini si coeficienti se face

.‘m:xz:xn:u’x‘:v'

Sy=a{+ 2+ ;=p"— 2
Sy = a] + &+ &)= —p’+ 3pg — 3r

1
= ¢ = 0; a = 'Zc
S, = p% — kp%q + 6pr + 2¢%

Se giseste 2, = &, = Tz = 0; b
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6. Indicatie. Notim cu a ridicina tripld, cu 6 radicina dubli,
Sau din relatiile intre riddicini si coeficienti, sau dezvoltind identi-

tatea 2® + pa® — g2 + ra — s = (2 — a)3 (@ — b)2, gisim relatiile

3a + 26 = 0 M)

3a2 4 6ab + b2 = p (2) ;
@ + 6a2b + 3ab? = ¢ (3) 4
2436 -+ 3a2b% = r (4) 3
a3b? = <. (5) 5
Din (1) scoatem b = — % (6); introducind in (v2) avem
. TR ‘ |
4p + 154* = 0 de unde a = + T (7)
si atunci, tinind cont de (6), avem 6 = F — —352 . (8)

. Introducem valorile lui a si & din (7) si (8) in relatiile (3), (4
i (5) si vom obtine relatiile de conditie céﬁutgté ' @ @

135¢% + 4p® =0 (9)
15r — 4p2 =0 (10) |
9 37552 + 64p5 = 0 (11)

" 3
Dacd presupunem p = ;q, relatiile (9), (10) si (11) devin

Pr=—15;4 = —10;r, = 60;s, = + 72

si

p2=q2=r2=ss=0 .

Luind prima serie de valori, avem ecuatia

2® — 1523 4 1022 + 60z — 72 = 0,
Raddeini comune

1. Cel mai mare divizor comun este 2? — 32 + 2. Ridicinile
comune sint 1 si 2.

2. Gel mai mare divizor comun este 23 — 622 4 12z — 8, care,
egalat cu zero, di rddicinile comune.
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Observim finsd ci
2 — 622 + 122 — 8 = (z — 2)%,

asa ci cele doudl ecuatii au o rdddcind comund tripld.
*" 8. Cel mai mare divizor comun este 23 — 222 — 4z 4 8 care,
egalat cu zero, ne dd rddicinile comune.

Putem insid scrie

2 — 222 —had-8 = aP(a—2) —h(z--2) = (22— 4) (2—2)=(2—2)% (z+2).

Se vede cd avem rdddcinile comune z, = z, = 2; 3 = — 2.

4. Cel mai mare divizor comun este z* — 222 - 1, care, egalat
cu zero, ne di rddacinile comune.

Se-observd insd cd z% — 22% 4+ 1 = (22—1)2 = (2—1)% (z + 1)?,
deci rddidcinile comune sint 2, = 25 = 1; 23 =2, = — 1.

5. Insemnim cu 2® 4+ pz + ¢ divizorul comun de gradul al
doilea, cu 2% 4 oz + P si 22 + a’z 4+ B’ citurile polinoamelor P (z)
si Q(z) cu divizorul comun.

Avem identititile

2t — 23 4+ 322+ 22 +a= (22 + px + q) (2 + ax + B) si
24 — 343 4o4a® + 3z + b= (2% + pz + ¢) (2 + a’z + B).

Identificind, obtinem valorile coeficientilor a, b, p, ¢, «, B,
a si B,

. 1
6. Radicinile sint z; = 1; 2, = — 1; 2; = P
7. xI=2;x2=3;x3==1+V2—;$4=1—-ﬁ
2 3
8. 2y = — jxy=—; &3 = 2.
1 312 9 3

Ridicini de forma 2 + Vbsi 4 4 iB

1. Indicatie. Vom arita ci f(z) are rdddcinile ecuatiei

22 4+ z + 1 = 0, care sint asi o2, u=:—1i2~l—v——3—‘
Intre acestea, avem relatiile
1 4+ o+ o2=0,0 = 1.
Deci 1 + z =1 4+ « = — «2; inlocuind in f(z), avem
(— az)shu — (- us)siwz ] = — glzht2 _ gl2ktd =

= — 2 —a—1=0.
Deci « este o radicind a ecuatiei f(x) = 0, conjugata ei o? va fi

de asemenea o ridicini a lui f(z) = 0, urmeazd deci ci polinomul
f(z) se divide cu 2% + z + 1.
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2. a =0; b = 3; ecuatia se poate scrie
2z% — 323 — 2z 4 3 = (22 — 3) («® — 1) ete.

8. Avem 2% — 32% — 2% L 92 — 18 = (2®2—2z -+ 3) (2% — z—6).

4. Avem « = 16; B = — 48; ecuatia se poate scrie
1 ‘
x ~—x3—13a:2—i—'16qc—48= (22 — z + 3) (22 — 16).

5. Ecuatia se poate scrie

@5 — 14t - 69a% — 14022+ Thz 60 =(22— 6z L 10) (22— 2z — 1) (z— 6) 'j

si are rddicinile
@y =3k i; 25,=1+V2;a,=6.
6. Irdicatie. Ecuatia va admite si ridacinile
Ve—i,—V2+i,—V2 — i
7. Ecuatia se poate scrie
a8 — 225 — z* 4 4% 4 2322 — 502 + 25 = (2% — 222 —.5—25) (z2—22+1)
si are riddicinile
T4 = £ V—3 + 1 sz zy = zg= 1.
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